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Preficio a esta edicao

Bertrand Russell escreveu Introducdo a filosofia matematica sob
circunstincias atfpicas. Depois de ter passado a maior parte da
guerra envolvido numa campanha pacifista (e em consequén-
cia ter sido removido do seu cargo de professor no Trinity Col-
lege, em Cambridge), entre o fim de 1917 ¢ o inicio de 1918
ele ministrou duas disciplinas com aulas filoséficas popula—
res, uma sobre 16gica moderna e outra sobre atomismo [égico.
A segunda foi registrada palavra por palavra por um estend-
grafo e publicada apos muito pouca revisio.” Porém, enquanto
ele estava ministrando essa disciplina, foi condenado a pas-
sar seis meses na Penitenciiria Brixton, em Londres, por publi—
car um material prejudicial as relagdes da Gra-Bretanha com os
seus aliados americanos. A apelagio da sentenga nio foi bem-
-sucedida, embora o tempo que levou para ela ser examinada de

fato tenha lhe permitido completar a segunda disciplina. O mais

I Como “The Philosophy of Logical Atomism”, The Monist
(1918-1919).



Bertrand Russell

importante, entretanto, foi o fato de ele ter recebido permis-
sdo para cumprir a sentenga na “primeira divisio”, o que signi-
fica que foi dispensado de executar trabalhos forgados e podia
ter livros na cela. Sua pena comegou a ser cumprida em 1° de
maio de 1918, ¢ ele resolveu dedicar parte do tempo na prisio
a transformar a primeira disciplina no que ele descreveu como
“um livro diddtico sobre o Principia” — uma introdugio popular
ao tratado sobre légica que ele e 0 matemdtico A. N. Whitehead
haviam escrito antes da guerra. Houve um certo atraso enquanto
se obtinha a permissdo para ele ter materiais para escrever na sua
cela, que ndo chegaram até o dia 16 daquele més. Mas, no dia 21,
Russell relatou que tinha escrito em torno de 20 mil palavras,
e, no dia 27, o livro de 70 mil palavras estava “quase pronto”.
Ele deve ter produzido, portanto, uma média de pelo menos
5 mil palavras por dia. Mesmo levando-se em consideragio o
fato de que estava transcrevendo aulas que jd havia ministrado
e a auséncia de distragdes que a prisio lhe proporcionava, tra-
ta-se de um ritmo de trabalho impressionante. Como ocorreu
com a maioria dos seus escritos que se seguiram ao Principles, o
manuscrito completo do livro exibe poucas evidéncias de revi-

s3o subsequente.2

2 Um objetivo secunddrio do livro sem davida foi popularizar a escola
de filosofia matemadtica que, antes da guerra, Russell nutrira a espe-
ranca de fundar. “Wittgenstein”, ele havia sugerido, “¢ exatamente o
meu sonho”. No entanto, Wittgenstein ficou sem entrar em contato
com ele durante trés anos e poderia, até onde ele sabia, ter morrido
(p-286n). E embora Russell tivesse entio dois alunos promissores
(Dorothy Wrinch e Jean Nicod), sem seu cargo de professor em Cam-
bridge, suas perspectivas de atrair mais estudantes A sua causa presu-

mivelmente seriam limitadas.



Introdugdo a filosofia matemdtica

No século que se passou desde a sua publicagio, a Introdu-
¢do apresentou a muitos leitores (entre eles o presente autor,
quando estava na faculdade) o projeto logicista de Russell de
demonstrar que a matemdtica ¢, de alguma maneira, parte da
Iégica, ou tem uma continuidade com ela. Contudo, o livro mui-
tas vezes deixa transparecer a velocidade com que foi escrito:
termos cruciais s3o deixados sem definicdo, e raciocinios cru-
clats, expressos de forma obscura ou nem isso. Para citar apenas
um exemplo, ele mantém, sem explicagio, o costume confuso,
presente na sua obra anterior, segundo o qual chamar uma classe

de “existente” significa que ela é nio vazia (p.181).

Axiomatizagio da matemitica

Desde o tempo de Euclides, a geometria vem sendo tratada
como uma teoria axiomdtica. Uma das principais preocupagdes
da parte inicial do livro de Russell ¢ delinear como as teorias dos
nimeros naturais e reais podem ser igualmente apresentadas de
maneira axiomatica. Em ambos os casos, porém, Russell nio se
satisfaz em apenas identificar a base axiomdtica, mas também
tenta uma redugio a teoria das classes. Ou seja, ele mostra como
construir certas classes que podem atuar como substitutos dos
nimeros, porque é possivel provar, com uma interpretagio ade-
quada, que eles constituem um modelo da teoria axiomdtica
em questdo: no caso dos niimeros naturais, os substitutos sio
classes de classes equipotentes (ou “similares”, na terminolo-
gia de Russell); no caso dos niimeros reais, os substitutos sio
os “cortes de Dedekind” dos ntimeros racionais (estes, por sua
vez, sio construidos como classes de equivaléncia dos ndmeros

naturais)‘ Russell ndo deixa ddvidas quanto a importﬁncia que
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atribui a essas constru¢des. Num comentério bastante citado,
ele diz que contentar-se COmM Meros axiomas seria aceitar “as
vantagens do furto em relagio as da labuta honesta” (p.115).
Essa atitude, no entanto, é obviamente refém do status (a0 qual
retornaremos mais adiante) das classes a que se recorreu na
construgao.

Outra preocupagio do livro é estender a teoria da contagem
a classes infinitas e finitas. H4 duas formas de fazer isso, a ordi-
nal e a cardinal, e a escolha entre elas depende do fato de a ordem
em que os elementos da classe sdo arranjados ser considerada
relevante ou ndo. A teoria desses ndmeros fora investigada em
pormenores por Georg Cantor nas décadas de 1870 ¢ 1880. A ten-
tativa de Russell de atrair maior atengio popular a esse trabalho
se deve, pelo menos em parte, ao seu desejo de por em xeque os
“paradoxos do infinito”, que os hegelianos, incluindo o préprio
Russell quando mais jovem, usaram para embasar uma concep-
¢do segundo a qual os nossos esforgos de teorizagio cientifica

seriam irremediavelmente contraditérios.

Légica

Russell comega sua descrigio da Iégica de uma maneira bas-
tante convencional ao discutir a teoria das funcdes de verdade
(c;ﬂculo proposicional) . Ao formalizar essa teoria, temos, como
se sabe, uma escolha de nogdes primitivas: Frege tinha escolhido
anegagio e a implicagio material; no Principia, Russell tinha, em
vez disso, usado a negagio e a disjungio inclusiva; um Idgico
americano chamado Henry Sheffer mostrara, em seguida, que um
Gnico conectivo, o de incompatibilidade, basta por si s6. A maio-

ria dos autores modernos continua a tomar dois conectivos como
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primitivos e a ver a descoberta de Sheffer apenas como uma
curiosidade interessante, mas aqui Russell escolhe, estranha-
mente, expor a explicagio de Sheffer num nivel de detalhe que
os iniciantes podem muito bem achar 4rido.

Durante uma boa parte da sua carreira filoséfica, Russell fot
hostil  ideia de que a nogio de modalidade (necessidade e pos-
sibilidade) tenha qualquer importancia independente, e na Intro-
dugio ele atribui “confusdes irremedidveis” (p.233) a filésofos
anteriores que supuseram que ela o teria. Atribui¢des de neces-
sidade ou de possibilidade a uma proposigio sio na verdade,
insiste ele, afirmagdes de que uma fungio proposicional ¢ ver-
dadeira, as vezes ou sempre. No entanto, isso nio significa que
ele queira dizer, como o querem alguns filésofos modernos, que
uma proposicio ¢ necessdria ou possivel se for verdadeira em
todos ou em alguns mundos possiveis. A quantificagio que ele
tem em mente tem o mundo real como dominio. A légica, opina
ele, “nio deve aceitar um unicérnio mais do que a zoologia con-
segue fazé-l1o” (p.237)‘

Russell estende essa hostilidade a 16gica modal ao rejeitar
rapidamente uma proposta recente do légico americano C. L.
Lewis de adotar a implicagio estrita (0(p—4) no simbolismo
moderno) na I6gica em vez da implicagio material (p—q). Mas
o que Russell diz aqui (p.219-20) ¢é breve demais para chegar
a ser uma refutagio da proposta de Lewis. Além disso, o que ele
escreve sofre da sua falha em distinguir com clareza a questao
de se devemos ou nio admitir no¢des modais no nosso sistema
formal da questio distinta do que ¢ a relagio de dedutibilidade
entre sentengas do nosso sistema. Esse é um exemplo da sua falha
mais geral em distinguir (como deverfamos dizer agora) entre

linguagem e metalinguagem.
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Na sua obra inicial,’ Russell buscara proporcionar a mente
“aquele tipo de familiaridade” com os conceitos indefiniveis da
16gica que aquela tem “com a cor vermelha ou com o gosto de
abacaxi”. Porém, em 1918, ele ja tinha abandonado essa visio
platénica (induzido, talvez, pelo Wittgenstein pré—guerra) e
passado a defender que uma proposigio é “primordialmente
um arranjo de palavras” e que uma fungio proposicional é
“uma expressio que contém um ou mais componentes indeter-
minados” (p.222). Isso o levou, nos anos seguintes, a defen-
der (numa atitude incomum para um tilésofo analitico) que o
envolvimento das palavras e dos seus andlogos mentais torna a
l6gica parcialmente psicoldgica.

A concepgio de Russell dos quantificadores ¢ frustrada pela
sua falha em explicar a nogdo de escopo. Na sua concepgio, o
propdsito de uma variavel ¢ puramente expressar generalidade.
Frege, ao contririo, havia enfatizado o papel dela na ligagﬁo
entre um lugar de argumento e um quantificador e, portanto, na
determinagio do seu escopo. Hoje em dia, dizemos que a varii-
vel é “Iigada” pelo quantificador relevante. Russell, por outro
lado, dizia que a varidvel era “aparente”, mas subestimava tanto
€552 N0¢ao que até se esqueceu (p.227—8) de fornecer qualquer

definigdo para tal termo.

Descrigdes

A teoria das descrigdes de Russell, proposta pela primeira vez
no seu artigo de 1905 intitulado “On Denoting” [Sobre denotar],

¢ a sua mais celebrada contribuigio a I6gica. (Ramsey a chamou

3 Russell, “Preface”, em Principles of Mathematics.
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de “um paradigma da filosofia”.) Alunos de graduagio que este-
jam estudando a teoria pela primeira vez costumam ser encora-
jados alernioo artigo de 1905, esima exposigio mais popular
que Russell apresenta aqui, no Capftulo 16. Essa exposigio,
pelo menos, evita de fato as complexidades do seu complicado
“Gray’s Elegy Argument” [O argumento da Elegia de Gray|
(cujo objetivo foi refutar uma teoria anterior que ele tinha avan-
cado no seu Principles of Mathematics), mas os argumentos a favor
da sua teoria de 1905 que ele oferece aqui sio falhos.

Considere, primeiro, descri¢des indefinidas como “um
homem”, como ocorre em “conheci um homem”. Russell espera
convencer o leitor de que a expressdo nio oferece nenhuma con-
tribuigio particular ao significado da proposigio como um
todo. Ele pressupde, sem apresentar argumentos, que o “signifi-
cado” que procura é uma entidade mundana: nio diz nada sobre
aproposta de Frege de que os significados (“sentidos” na termi-
nologia de Frege) sio direcionados para o mundo, mas nio sio
realmente parte dele. Uma vez que a explicagio de Frege ¢ des-
cartada, entretanto, a afirmacio de Russell de que “um homem”
nio tem significado (“referéncia” na terminologia de Frege)
tem sido amplamente considerada correta. Um “homem arbi-
trario” misterioso, além do homem que de fato conheci, existe
tanto quanto uma “familia média” com 2,4 filhos.

Russell entio passa a aplicar a mesma higiene metafisica,
numa tentativa de persuadir o leitor de que descrigdes defi-
nidas como “o autor de Waverley” ou “o atual rei da Franga”,
igualmente, nio tém referéncia removivel de seus contextos
proposicionais. Ndo hd um atual rei da Franga misterioso e ine-
xistente, nio mais do que hd uma familia média. Para estabe-

lecer isso, Russell nos pede para considerar a sentenga “Scott

13
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¢ o autor de Waverley”. Ele alega que essa é “uma proposicio
diferente” (p.244> de “Scott é Scott”. Ele evidentemente ja
se esqueceu da sua decisio anterior de usar “proposi¢io” para
o arranjo de palavras e voltou a usar o termo para aquilo que o
arranjo de palavras expressa. Ou seja, o que ele tem em mente
nio ¢ a observagio trivial de que essas sdo sentengas distintas,
e sim a observagio mais controversa de que elas dizem coisas
diferentes. O motivo que apresenta para isso ¢ que a primeira
sentenga expressa “um fato da histdria literdria”, e a segunda,
“um trufsmo banal”. Ele nio explica por que tal diferenga ¢
suficiente para mostrar que estdo envolvidas duas proposicdes
distintas, em vez de, digamos, duas atitudes cognitivas ou epis-
témicas para com uma Ginica proposigao.

A diticuldade ¢ ilustrada comparando-se “Scott é o autor de
Waverley” com “Scott é Sir Walter”. Russell explica que esta nos
diz algo nido trivial apenas se for compreendida (como deve-
rfamos dizer nos dias de hoje) metalinguisticamente, isto ¢,
Significando de fato que “a pessoa chamada ‘Scott’ é a pessoa
chamada ‘Sir Walter™. Se o significado nio for esse, declara ele,
entdo ela realmente diz 0 mesmo que “Scott é Scott”. O que
Russell deveria ter dito nessa altura é o que de fato diz algu-
mas pdginas depois, a saber, que sua teoria implica que quase
todos os nomes na linguagem comum nio sdo, de forma alguma,
nomes no sentido estrito, e sim descricdes disfarcadas. Ele
expressa essa ideia nas p.248-50 em relagio a qualquer nome
“a" para o qual a sentenga “a existe” faga sentido, mas o mesmo
se aplica a qualquer caso em que “a =b" seja ndo trivial. Ou seja,
em sua concepgio, os nomes, no sentido estrito, podem ser apli-
cados apenas a entidades (como os dados sensoriais) com as

quais nosso contato epistémico ¢ tio direto que ¢ impossfvel

14



Introdugdo a filosofia matemdtica

surgir alguma ddvida de forma inteligivel quanto A existéncia ou
a identidade delas.

Por que deverfamos aceitar uma teoria que leva a essa con-
clusio implausivel? O argumento de Russell depende do fato
de compartilharmos as intui¢des dele em relagio a quando
duas proposicdes “dizem o mesmo”. As falhas na sua exposigio
remontam a nossa observagio anterior de que, em sua concep-
¢do de quantificagio, ele nio tinha conseguido enfatizar o papel
do quantificador no fornecimento de um escopo para a varidvel
aparente. Na sua exposigio de 1905, 0 exemplo que ele discutiu
nio foi “Scott é o autor de Waverley”, e sim “George IV gostaria
de saber se Scott era o autor de Waverley”. No segundo caso, mas
nio no primeiro, a descrigio definida ocorre dentro do escopo
de uma atribuigio de atitude proposicional. O argumento que
Russell dera em 1905 a favor de tratar a descricio de forma
quantificacional foi que s6 assim pode-se articular a distingio
entre dois escopos diferentes que ela possa ter em relagio 2 ati-
tude proposicional. A distingio entre termos referenciais e nio
referenciais foi, portanto, entre expressGes que tém um valor
semAntico inico e sem escopo e aquelas cujo valor semintico

depende dO contexto.

Classes e redutibilidade

Como jd foi mencionado, Russell torna as teorias dos nime-
ros naturais e reais parasitas da teoria das classes. Na parte der-
radeira do livro, volta a sua atengio a essa Gltima. A principal
dificuldade aqui se origina do paradoxo da classe de todas aque-
las classes que ndo pertencem a si mesmas — uma classe que,

de maneira absurda, pertence a s1 prépria se e somente se nao

15
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pertencer.* Russell diz na Introdugido que vai evitar o mdximo
possivel a controvérsia e afirmar somente o que é amplamente
consensual. Existe, de fato, um amplo consenso entre os légicos
de que o paradoxo nos obriga a estabelecer uma espécie de dis-
tincio de tipo entre as classes; mas Russell passaa afirmar —sem
que seja um consenso universal — que classes sio ficgdes 1égicas
que devem ser eliminadas essencialmente da mesma forma que o
atual rei da Franca e o homem médio foram eliminados.’

O método de redugio que Russell propde (p.268-9) é que
qualquer afirmacio que aparentemente atribua uma proprie-
dade fa uma classe {x:px} deveria ser reinterpretada como
sendo a que sustenta que alguma fungio proposicional formal-
mente equivalente a gx tem a propriedade f. Logo, quantifica-
¢oes aplicadas a classes sio reinterpretadas como quantificagdes
aplicadas a fungdes proposicionais. Uma das dificuldades que
resultam disso é que, se estas ndo passam de arranjos de pala-
vras, ndo estd claro o que significa quantifici-las. Uma dificul-
dade mais premente diz respeito a teoria dos tipos necessaria
para evitar os paradoxos. Embora Russell ndo explique a ques-
tdo aqui, o paradoxo dele nio depende da natureza extensional
das classes e pode ser reformulado para tratar de fungdes propo-
sicionais. Isso leva ao que agora é chamado de “teoria simples de
tipos” —a doutrina segundo a qual as fungdes proposicionais sio
particionadas em “tipos Iégicos” em conformidade com os tipos

das suas varidveis reais (isto &, livres), e segundo a qual nenhuma

4 O paradoxo nao depende, como a exposigio do préprio Russell da
questdo talvez sugira, da lei do terceiro excluido.

5 Russell afirma que as classes sdo “sfmbolos incompletos”, mas essa é
uma confusio uso-mengio: o que ele quer dizer é que os termos das clas-

ses s3o sfimbolos incompletos e que as classes sio ficgdes 16gicas.

16
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variavel varia sobre mais de um tipo. Russell, entretanto, dd um
passo adicional e mais controverso: restringir ainda mais (ou
“ramificar”) as varidveis em “ordens” de acordo com os tipos
das suas varidveis aparentes também. O que ele ndo faz é apresen-
tar um argumento convincente em defesa dessa ramificagio. Ele
observa, sem dtivida de forma correta, que, se definirmos o fran-
cés tipico como aquele que possul todas as qualidades que tem
a maioria dos franceses, entdo seria melhor a “tipicidade” nio
ser uma das qualidades assim quantificadas. Mas tal observa-
¢do ndo contribui em nada para estabelecer a ilegitimidade em
geral de aplicar a quantificagio a um dominio que inclui fungdes
proposicionais de ordens diferentes. Essa questio tem certa
importﬁncia para o projeto de Russell como um todo, jd que, no
contexto de uma teoria dos tipos ramificada, deve haver axio-
mas explfcitos (chamados por Russell de “axiomas de reduti-
bilidade™) assegurando a existéncia das fungdes proposicionais
extensionais necessdrias. (Ele jd tinha observado, num capitulo
anterior, a exigéncia adicional de um axioma do infinito.)

Jd4 mencionei que o tratamento que Russell deu as clas-
ses, considerando-as ficgdes ldgicas, ndo ¢, de maneira alguma,
aceito universalmente. O caminho alternativo, seguido por Zer-
melo e desenvolvido por muitos [6gicos que vieram depois dele,
usa uma légica ndo tipada (de primeira ordem) e se concentra
em fornecer axiomas de existéncia de classes. Nesse cenério, o
papel dos axiomas de Russell da redutibilidade e do infinito é
desempenhado pelo axioma da separagio, junto com axiomas
que garantem a existéncia de niveis sucessivos na hierarquia
dos tipos de classe. Em qualquer um dos dois cendrios, entdo, a
questdo central é se hd algum motivo para pensar que esses axio-

mas adicionais de existéncia sio verdades Iégicas. Russell agora

17
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acha que ndo. Hg, diz ele, mundos possiveis nos quais existe
apenas uma quantidade finita de individuos: nesses mundos, o
axioma do infinito ¢ falso. E hd mundos possiveis nos quais dois
individuos podem ser indistingufveis: nesses mundos, o axioma
da redutibilidade é falso.

Qualquer um que tenha levado a sério a insisténcia anterior
de Russell na ideia de que a modalidade deveria ser compreen-
dida em termos da quantificagio sobre o mundo real serd sur-
preendido pelo uso que ele estd preparado para fazer aqui de
mundos possiveis. Contudo, se ele estiver correto sobre o fato
de os axiomas de existéncia de que depende a matemdtica serem
contingentes, isso evidentemente enfraquece seu logicismo de
forma bastante significativa. @) légico deveria, diz ele (p.268),
preservar uma certa “altivez” —uma indiferenga em relagio as con-
tingéncias do mundo possivel no qual calhamos de estar. O mate-
mitico, como agora parece, nio pode ser tdo altivo.

Mesmo assim, Russell continua a atirmar (p.272) que a
matemdtica e a l6gica sio uma coisa s, mas oferece a favor dessa
alegagio apenas o argumento pobre de que ¢ impossivel identi-
ficar o ponto em que termina a légica e comega a matemdtica.
(Compare: nio hd um ponto identificivel no qual termina a
adolescéncia e comega a vida adulta, mas isso, por si s, ndo trans-
forma meninos em homens.) O argumento de Russell parece
especialmente fraco no presente contexto, jd que ele chega perto
de propor o critério exato para distinguir a l6gica da matemdtica
que ele diz nio existir, a saber: que a légica ndo deveria se preo-
cupar com afirmagdes incondicionais de existéncia. (E por isso
que ele v& como “um defeito na pureza légica” o fato de alégica
do Principia implicar a existéncia de pelo menos um individuo.)

O que acabamos de ver é que sio justamente essas afirmagdes de

18
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existéncia que a matematica clissica exige. A ndo ser que se diga
algo a mais que justifique essas afirmagdes, a concepgio de Rus-
sell parecerd tdo culpada de furto quanto o tratamento axiomd-
tico que ele criticara antes.

Isso, sem davida, significa uma limitagio no logicismo de Rus-
sell, mas nio torna todo o seu programa sem valor. Mais apropria-
damente, a “labuta honesta” de reduzir as teorias matematicas
(a aritmética, o célculo, a teoria dos ordinais infinitos etc.) a
teoria das classes nos permite expressar 0s compromissos onto-
16gicos dessas teorias em termos do ndimero de niveis na hierar-
quia dos tipos que as suas redugdes exigem. Em vez de afirmar,
de modo tendencioso, que a matemdtica e a I6gica sio uma coisa
sé, a verdadeira conclusio a que Russell deveria ter chegado na
sua Introdugio (e pela qual seu trabalho na I6gica matemdtica
merece ser lembrado) ¢ que a légica (mais especificamente, a
teoria dos tipos) proporciona uma escala comum com que as
afirmagdes existenciais de qualquer teoria matemdtica podem
ser medidas. Defender que a légica pode, por si s, validar essas
afirmagdes exigiria uma concepgio de légica bastante diferente

da que Russell apresenta aqui.

Michael Potter, marco de 2022
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