Analise por
Variaveis de Estado

CONCEITOS FUNDAMENTAIS

A apresentacao do Conceito das Varidveis

INTRODUCAO de Estado e das Equacdes na Forma
Até agora, vimos varios métodos diferentes pelos quais circuitos poderiam ser analisa L]
dos. O circuito resistivo veio primeiro, e para ele escrevemos um conjunto de equagtes O Aprendizado de Como Escrever um

Conjunto Completo de Equacdes na

algébricas, muitas vezes colocadas na forma de equacfes nodais ou de malha. Entre- ‘Forma ez 7am e Dads Clrautia

tanto, no Apéndice 1 aprendemos que podemos escolher outras variaveis de tensdo ou > —
corrente mais convenientes com o tracado de uma arvore apropriada para a rede. As Gt?lg:rfjg ﬁ/fatEr(iqu:aiCGeS de Circuitos
arvores aparecem novamente neste capitulo, na selecéo das variaveis do circuito. >
Enj seguida, adici onamos m@utor%l e capaci totes em nossas redes, e isto produ2| u ge?aeiSAegl‘i’g‘\’Igf”;?OgE;?s J:g:é‘lm
equactes contendo derivadas e integrais em relagdo ao tempo. Exceto pelos sistemas Mais Elevada
simples de primeira e de segunda ordem que eram livres de fontes ou continham ape-
nas fontes cc, ndo tentamos resolver essas equagdes. Subsequentemente, exploramos
0 uso de fasores para determinar a resposta desses circuitos em regime permanente
senoidal, e um pouco mais tarde fomos apresentados ao conceito da frequéncia com-
plexa e ao método da transformada de Laplace.
Neste Ultimo capitulo, voltamos ao dominio do tempo e apresentamos 0 uso das
varidveis de estado. Novamente, ndo vamos obter muitas solugdes explicitas nem
mesmo para circuitos de complexidade moderada, mas escreveremos conjuntos de
equacdes compativeis com as técnicas de andlise numérica.

19.1 » VARIAVEIS DE ESTADO E EQUACOES NA FORMA
NORMAL

A andlise por varidveis de estado, ou andlise por espaco de estados, como é as vezes
chamada, é um procedimento que pode ser aplicado em circuitos lineares e, com
algumas modificagdes, em aguns circuitos ndo lineares, bem como em circuitos
contendo parametros variaveis com o tempo, como a capacitancia C = 50 cos 20t pF.
Nossa atengao, contudo, ficara restrita a circuitos lineares invariantes com o tempo.
VVamos apresentar algumas das ideias por trés das varidvel's de estado olhando para
o circuito RLC desenhado na Figura 19.1. Ao escrever equacOes para esse Circuito,
poderiamos usar a andlise nodal, sendo as duas varidveis dependentes as tensdes nodais
nos nos do centro e da direita. Também poderiamos optar pela andlise de malha e usar
duas correntes como variaveis, ou, aternativamente, poderiamos desenhar primeiro
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v, (’:) Vea== G, (T) i

A FIGURA 19.1  Um circuito RLC com quatro nos.

Aqui nés estamos usando o simbolo ' para denotar a
derivada em relacdo ao tempo.

uma arvore e entdo selecionar um conjunto de tensdes de ramo de arvore ou
de correntes de elo como as variéveis dependentes. E possivel que cada abor-
dagem leve a um ndmero diferente de variavels, embora pareca que “dois’
pareca ser o nimero mais provavel para esse circuito.

O conjunto de varidveis que selecionamos na andlise por varidveis de
estado é um conjunto hibrido que pode incluir tanto correntes quanto ten-
sbes. Esse conjunto envolve correntes em indutores e tensdes em capacito-
res. Cada uma dessas grandezas pode ser usada diretamente para expressar
a energia armazenada no indutor e no capacitor em cada instante de tempo.
Isto é, elas descrevem coletivamente o estado de energia do sistema, e por
essa razéo sao chamadas de variaveis de estado.

Vamos tentar escrever um conjunto de equacfes para o circuito da
Figura 19.1 em termos das varidveis de estado i, V., € V,, definidas no
diagrama do circuito. O método que vamos usar é apresentado de maneira
mais formal na secéo a seguir, mas por agoravamos tentar usar aLKT uma
vez para cada indutor e a LKC para cada capacitor.

Comegando com o indutor, igualamos a zero a soma das tensdes em
torno da malha inferior esquerda:

Li; + vea—v,= 0 [1]

Presumimos que a tenséo v, da fonte e que a corrente i da fonte sgjam
conhecidas, e temos portanto apenas uma equacdo em termos de nossas
varidveis de estado escolhidas.

Em seguida, consideramos o capacitor C;. Como o terminal esquerdo de
C, também é o terminal de uma fonte de tensdo, ele se tornara parte de um
superno. Portanto, selecionamos o terminal direito de C; como o n6 onde
aplicaremos a LKC. A corrente no ramo do capacitor € C,vl,, a corrente
na fonte € i, (subindo), e a corrente em R € obtida a0 percebermos que a
gueda de tensdo em R, com sinal positivo no terminal da esquerda, éigual
a(ve, — Vg + V), € que, portanto, a corrente da esquerda para a direita em
Ré (Ve, — Vs + Vp)/R. Logo,

, 1 .
Civeq + E(Ucz— v+ vey) iy, =0 [2]

Pudemos novamente escrever uma equagdo sem introduzir nenhuma
varidvel nova, embora pudéssemos ndo conseguir expressar a corrente em
R diretamente em termos das variaveis de estado se o circuito fosse ligei-
ramente mais complicado.

Finalmente, aplicamos a LK C no terminal superior de C,:

, . 1
Covpp—ip + E(vcz— v+ ve1) =0 3]

AsEquacBes[1] a[3] estéo escritas unicamente em termos das trés vari-
aveis de estado, dos valores conhecidos dos elementos e das duas funcbes
forgantes conhecidas. Elas ndo estdo, contudo, escritas naforma padroniza-
da exigida pela andlise por variaveis de estado. Diz-se que as equacdes de
estado estdo na forma normal quando a derivada de cada variavel de estado
€ expressa como uma combinagdo linear de todas as varidveis de estado
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e funcBes forcantes. A ordem das equacdes que definem as derivadas e a
ordem naqual as varidveis de estado aparecem em cada equacdo devem ser
as mesmas. Vamos selecionar arbitrariamente aordem i, Vi, V., € rescre-
ver a Equacéo [1] como
1

./ - + = s 4

i T2t T [4]
Ent&o, a Equacdo [2] é rescrita como

1 1 1 1

U/Clz_ RC1UC1_ RC1UC2+ Rclvs_ C_lis [5]

enquanto a Equacéo [3] se torna

Vo = iiL— ! ve1— ! veo + vy (6]
C, RC» RC» RC>,

Note que essas equagbes definem, em ordem, as variaveis de estado i/,
véy € vé, com uma ordem correspondente de variaveis nos lados direitos,
iy Veop € Ve As fungBes forgantes vém por Ultimo e podem ser escritas em
qualquer ordem conveniente.

Como um outro exemplo da determinacdo de um conjunto de equagtes
na forma normal, olhemos para o circuito mostrado na Figura 19.2a. Como
0 circuito tem um capacitor e um indutor, esperamos ter duas variaveis de
estado, a tensdo no capacitor e a corrente no indutor. Para facilitar a escrita
das equagdes naformanormal, vamos construir umaarvore paraesse circuito
seguindo todas as regras para a construgao de arvores discutidas no Apéndice
1, requerendo, além disso, que todos os capacitores estejam localizados na
arvore e todos os indutores, na co-arvore. Isto é usuamente possivel e leva @
auma arvore normal. Nos poucos casos excepcionais onde ndo for possivel
desenhar uma arvore normal, usaremos um método ligeiramente diferente
que é apresentado no final da Se¢do 19.2. Aqui, conseguimos colocar C na
arvore e L eig na co-arvore, como mostrado na Figura 19.2b. Esta é a Gnica
arvore normal possivel para esse circuito. As grandezas de fonte e as varia
veis de estado est&o indicadas na arvore e na co-arvore.

Em seguida, determinamos a corrente em cada €lo e a queda de tensdo
em cadaramo de &rvore em termos das varidveis de estado. Em um circuito
simples como este, é possivel fazer isso comegando por qualquer resistor
no qual a corrente ou a tensdo sgja bvia. Os resultados estdo mostrados na
arvore da Figura 19.2c.

Podemos agora escrever as equagdes haformanormal aplicando aLKC
no nd superior do capacitor:

O,4U/C + 02vc—ig+i; =0

7Q

2H

\|

<04F 5Q iy

A FIGURA 19.2 (g) Circuito RLC requerendo duas
ou, na forma normal, varidveis de estado. (b) Uma drvore normal mostrando
vl = = 0,50 — 2,5i, + 2,5i [7] 2 varidveis de estadoycell. ©A corrente em cad?
elo e a queda de tensdo em cada ramo de arvore sao

expressas em termos das varidveis de estado.
Em torno do lago externo, temos

2i) = v+ Ti, = O
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ou
||,_ = 0,51)(: - 3,5i|_ [8]

AsEquactes[7] e[8] sdo as equactes desgjadas naformanormal. A sua
solucéo fornece todas as informagGes necessarias para uma andlise comple-
ta do circuito dado. Naturalmente, expressdes explicitas para as variaveis
de estado podem ser obtidas apenas se uma fungéo especifica for atribuida
ai(t). Por exemplo, mostra-se mais adiante que se

is(t)= 12+ 32e"2u(t) A [9]
entdo
ve(r) = 35+ (107" = 12¢7% + 2" ¥)u(r) V [10]
e
iL(t)=5+ (e ' - 42+ 27 Hut) A [11]

As solucdes, no entanto, ndo sdo nada Gbvias, e vamos desenvolver as
técnicas para obté-las a partir das equagdes naformanormal na Secéo 19.6.

» EXERCiCIO DE FIXACAO

19.1 Escrevaum conjunto de equagdes naformanormal para o circuito mos-
trado na Figura 19.3. Ordene as variaveis de estado como i 4, i, , € V..

i1 5H + Vo -
- N I(

Y .
0,1 F lle

USZZCOSIOIM(I‘)V(j> §4Q §2H

<« FIGURA 19.3

Resposta ify = -0,8i,, + 0,81, — 0,2V + 0,2V i{, = 2i ; — 2i 5} ¢ = 10i, ;.

19.2 » ESCREVENDO UM CONJUNTO DE
EQUACOES NA FORMA NORMAL

Nos dois exemplos considerados na secéo anterior, os métodos por onde
obtivemos um conjunto de equagBes na forma normal devem ter parecido
mais arte do que ciéncia. Para trazer um pouco de ordem ao caos, vamos
tentar seguir o procedimento usado quando estudamos a andlise nodal, a
andlise de maha e o uso de arvores na andlise nodal geral e na andlise de
malhageral. Procuramos um conjunto de diretrizes que possam sistematizar
0 procedimento. Ent&o aplicaremos essas regras em trés novos exemplos,
cada um mais envolvente do que agquele que o antecede.
AqQui estéo os seis passos que temos seguido:
1. Estabelega uma arvore normal. Coloque capacitores e fontes de ten-
s80 na arvore, e indutores e fontes de corrente na co-arvore; coloque
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tensdes de controle na &rvore e correntes de controle na co-arvore,
se possivel. E possivel encontrar mais de uma arvore normal. Certos
tipos de redes ndo permitem o desenho de nenhuma éarvore normal;
essas excegdes sdo consideradas no final desta se¢éo.

2. Atribua variaveis de tensdo e corrente. Atribua uma tensdo (com
polaridade de referéncia) a cada capacitor e uma corrente (com a seta
correspondente) a cada indutor; essas tensdes e correntes sdo as vari-
aveis de estado. Indique a queda de tensdo em cada ramo da arvore
e a corrente em cada elo em termos das fontes de tensdo, das fontes
de corrente e das varidveis de estado, se possivel; caso contrério,
atribua uma nova variavel de corrente ou tensdo a um ramo resistivo
da &rvore ou aum €elo resistivo.

3. Escreva as equacfes para C. Use a LK C para escrever uma equacéo
para cada capacitor. Iguale Co} a soma das correntes de €lo obtidas
com a consideracéo do né (ou supernd) em qualquer um dos termi-
nais do capacitor. O supernd é identificado como o conjunto de todos
0s ramos da arvore conectados aquele terminal do capacitor. Nao
introduza quaisquer varidveis novas.

4. Escreva as equacOes para L. Use a LKT para escrever uma equagdo
para cada indutor. Iguale Li/ & soma das tensbes de ramo de érvore
obtidas com a consideracdo do Unico caminho fechado consistindo no
elo em que L esta localizado e num conjunto conveniente de ramos
da arvore. N&o introduza quaisquer varidveis novas.

5. Escreva as equacdes para R (se necessario). Se quaisguer novas vari-
aveis de tensdo tiverem sido atribuidas a resistores no passo 2, use
aLKC paraigualar vg/R a soma das correntes de elo. Se quaisquer
novas varidveis de corrente tiverem sido atribuidas aos resistores no
passo 2, use a LKT paraigualar igR @ soma das tensdes de ramo de
arvore. Resolva simultaneamente essas equacdes envolvendo resisto-
res para obter expressdes explicitas para cada vy € iz em termos das
variaveis de estado e das grandezas de fonte.

6. Escreva as equacfes na forma normal. Substitua as expressdes para
cada vy € ig nas equagBes obtidas nos passos 3 e 4, eliminado com
isso todas as variaveis envolvendo resistores. Coloque as equagles
resultantes na forma normal.

» EXEMPLO 19.1

Obtenha as equagdes na forma normal para o circuito da Figura 19.4a,
um circuito de quatro noés que contém dois capacitores, um indutor e
duas fontes independentes.

Seguindo o passo 1, desenhamos uma arvore normal. Note que apenas uma
arvore como épossivel agui, como mostraa Figura 19.4b, jaque os dois
capacitores e a fonte de tensdo devem estar localizados na arvore e o indutor
e afonte de corrente devem estar localizados na co-arvore.

Em seguida, definimos atensio nosterminais do capacitor de% Fcomovg,, aten-
S30 nos terminais do capacitor de% F como v, e a corrente no indutor como i, .
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A tensdo da fonte € indicada através de seu ramo de érvore, a corrente da
fonte € marcada em seu €lo, e apenas 0 € o do resistor permanece sem uma
varidvel assinalada. A corrente passando por este elo da direita para a esquer-
daé atensdo v, — Vv, divididapor 3 Q, e portanto vemos que n&o € necessario
introduzir nenhuma nova variavel. Essas tensdes de ramo de arvore e corren-
tes de elo sdo mostradas na Figura 19.4c.

1
= F

I
I\

3Q

0,0 ()

o=
o]
Y|
Al

)

®) (©)

A FIGURA 19.4 (g) Um dado circuito para o qual devemos escrever
equacoes na forma normal. (b) Apenas uma drvore normal é possivel. (c)
Tensdes de ramo de drvore e correntes de elo sdo assinaladas.

Duas equagdes devem ser escritas para o passo 3. Para o capacitor de 1/6 F,
aplicamos a LK C no né central:

Ve L 1
—+ i+ —(ve1—vu)=0
6 T 3( c1~ V)
enquanto o no da direita € mais conveniente para o capacitor de% F:

/
Y . .
—;2+1L+15=0

Passando para o0 passo 4, a LKT é aplicada no elo do indutor e em toda a
arvore. Neste caso:

—ve2t vy~ ve1= 0

a1

Como ndo houve novas variaveis atribuidas ao resistor, saltamos o passo 5 e
simplesmente rearranjamos as trés equacdes precedentes para obter as equa-
¢Oes na forma normal desejadas,

Upq == 2vc1— 6igp + 2u; [12]
Vo == The = Tk [13]
iy = Svc1+ Svca — vy [14]



Secdo 19.2 B Escrevendo um conjunto de equacdes na forma normal

Asvariaveis de estado foram arbitrariamente ordenadas como v, V¢, €i, . Se
ao invés disso tivéssemos selecionado ordem i, Vi, € Vi, 8s trés equagdes
naforma normal seriam
i} = 5vc1 + Buce — 5By
Vpp == 6ip = 2001+ 2v;

U/CZ == 7lL - 71?

Note que a ordem dos termos no lado direito da equagéo foi alterada para
concordar com a ordem das equagoes.

» EXEMPLO 19.2

Escreva um conjunto de equacfes na forma normal para o circuito da
Figura 19.5a.

(@)

A FIGURA 19.5 () O circuito dado. (b) Uma das muitas drvores normais possiveis.
() As tensoes e correntes atribuidas.

O circuito contém varios resistores, e desta vez serd necessario introduzir
varidveis envolvendo resistores. Muitas arvores normais diferentes podem
ser construidas para rede, e frequentemente vale a pena esbocar diversas
arvores possiveis para ver se variaveis de tensdo ou corrente em resistores
podem ser evitadas a partir de uma escolha cuidadosa. A arvore que vamos
usar € mostrada na Figura 19.5b. As variaveis de estado v e, e as fungBes
forgantes v, e i estdo indicadas no grafo.

Embora pudéssemos estudar esse circuito e a arvore por alguns minutos e
chegar aum método que evitasse a introdugdo de quaisquer variaveis novas,
vamos fingir que somos estlpidos e atribuir a tensdo de ramo de arvore v,
e acorrente de €lo ig aos ramos de 1 Q e 3 Q, respectivamente. A queda de
tensdo no resistor de 2 Q ¢ facilmente expressa como 2i, , enquanto acorrente
passando de cima para baixo no resistor de 6 Q se torna (Vg — V,)/6. Todas as
correntes de €lo e tensdes de ramo de arvore estéo assinaladas na Fig. 19.5c.
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A equacdo para o capacitor pode agora ser escrita como

/
. . . VR — Uc
_C:lR+lL—ls+
9 6

(15]

e aquela para o indutor €

l'/L=_’Uc+ UR_ZiL [16]

©OIN

Comegamos o passo 5 pelo resistor de 1 Q. Como ele estd na arvore, deve-
mos igualar a corrente que o atravessa a soma de correntes de elo. Ambos os
terminais do capacitor caem em um supernd, e temos

UR . . , UR — VUc
= lg T IRT L~

1 6

O resistor de 3 Q vem em seguida, e a tensdo em seus terminais pode ser
escrita como

3ig =— vc + Vg — Vs

Essas duas Ultimas equacdes devem ser agora resolvidas simultaneamente para
Vg €igemtermosdei, V. eas duas funcdes forgantes. Fazendo isso, vemos que

ve 2, 2. 2
VR = 3— §IL+ §ls+ §vs
2 2. 2. 7
- =Vc — §lL + 51,; - 2—711x
Finalmente, esses resultados sdo substituidos nas Equagdes [16] e [17], e as
equagdes na forma normal para a Figura 19.5 séo obtidas:
ve == 3uc + 6ip — v, — 6i [17]

il == 3uc — 12 + v, + 3i, [18]

Até agora, discutimos apenas circuitos em que as fontes de tensdo e de
corrente eram fontes independentes. Vamos agora dar uma olhada em um
circuito contendo uma fonte dependente.

» EXEMPLO 19.3

» FIGURA 19.6 (q) Circuito contendo uma fonte

de tensdo dependente. (b) A drvore normal para este
circuito com as tensdes de ramo de drvore e as correntes
de elo atribuidas.

Deter mine o conjunto de equagdes na forma normal para o circuito da
Figura 19.6.

%F 18i,
I(
[ <—
3Q
N\ AU
1
sH
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A Unica arvore normal possivel é aguela mostrada na Figura 19.6b, e deve
ser notado que n&o foi possivel colocar a corrente de controle i, em um elo.
As tensdes de ramo de arvore e as correntes de elo sdo mostradas no grafo
linear, e elas ndo mudam em relagdo ao exemplo anterior exceto pela fonte
de tensdo adicional, 18i,.

Para o capacitor de 1/6 F, obtemos novamente

v, . 1
%1 +ip+ é(vm‘ v) =0 [19]

Fazendo com que a fonte de tenséo dependente se encolha em um superno,
também obtemos a relagéo inalterada para o capacitor de 1/7 F,

/

v—;2+iL+is:0 [20]

Nosso resultado anterior para o indutor € alterado, no entanto, porque ha um
ramo amais na arvore:

./
i ,
g"— 18i, — v+ vy — ve1 = 0

Finalmente, devemos escrever uma equagdo de controle que expresse i, em
termos de nossas tensdes de ramo de érvore e correntes de elo. Ela é

Vc1— VU
ix - iL + Cl3 b
e assm a equagdo do indutor se torna
./
%— 18iy - 6uct+ 6U, — vea+ v, — ver = 0 [21]

Quando as Equagdes [19] a[21] sdo escritas na forma normal, temos

Vpp == 2vc1 = 6if, + 2u; [22]
v&z == T = U [23]
i/L = 35vc1 + Sues + 90i; — 350 [24]

Nosso processo de escrita da equactes deve ser ligeiramente modifica-
do se ndo pudermos construir uma arvore normal para o circuito, e ha dois
tipos de rede em que isso ocorre. Uma dessas redes contém um lagco em que
todos os elementos sd0 capacitores, o que tornaimpossivel a colocacdo de
todos eles na arvore. O outro caso ocorre se houver um né ou um supernd
conectado ao restante do circuito apenas por indutores e fontes de corrente.

Quando ocorre qualquer um dos eventos acima, deparamo-nos com o
desafio de deixar um capacitor fora da arvore em um caso e com a omis-
sd0 de um indutor na codrvore em outro caso. Temos entdo um capacitor
em um elo para o qual devemos especificar uma corrente, ou um indutor
em uma &rvore que requer uma tensdo. A corrente no capacitor pode ser
expressa como a capacitancia vezes a derivada temporal da tenséo em seus
terminais, que corresponde a uma sequéncia de tensdes de ramo de arvore;
a tensdo no indutor € dada pela indutancia vezes a derivada da corrente
entrando ou deixando o n6 ou superné em qualquer um de seus terminais.

Lembre-se: uma arvore, por definicdo, nao contém
caminhos fechados (lacos), e cada nd deve estar
conectado a pelo menos um ramo de drvore.

9



10

Capitulo 19 Andlise por Varidveis de Estado

» EXEMPLO 19.4

2
2t2u(t) V 03H
O——m
0,1H et A 4Q

A FIGURA 19.8 O circuito da Figura 19.7a é
redesenhado de forma a fazer o supernd contendo a fonte
de tensao ser conectado ao restante da rede apenas através
dos dois indutores e da fonte de corrente.

Escreva um conjunto de equacgdes na forma normal para a rede mostra-
danaFigura19.7a.

2t2u(t) V 3eA 4Q

(@ (b)

A FIGURA 19.7 (a) Circuito para o qual uma drvore normal ndo pode ser desenhada. (b) Desenha-
se uma arvore na qual um indutor deve ser um ramo de érvore.

Os Unicos elementos conectados ao NG central sdo os dois indutores e a
fonte de corrente, e devemos portanto colocar um indutor na arvore, como
ilustrado na Figura 19.7b. As duas fungdes forgantes e a Unica variavel de
estado, a corrente i,, estéio mostradas no grafo. Note que a corrente no indu-
tor da direita é conhecida em termos de i, e 3eA. Assim, nfo podemos
especificar os estados de energia dos dois indutores de forma independente,
e este sistema requer apenas a variavel de estado Unica i,. Naturalmente, se
tivéssemos colocado o indutor de 0,1 H naarvore (ao invés do indutor de 0,3
H), a corrente no indutor da direita acabaria sendo a Unicavariavel de estado.
Ainda temos que atribuir tensdes aos dois ramos de arvore remanescentes na
Figura 19.7b. Como a corrente fluindo para a direita no indutor de 0,3 H é
i, + 3e?, as tensdes que aparecem nos terminais do indutor e do resistor de
4 Q sdo 0,3d(i, + 3e?)/dt = 0,3i; — 1,8te™ e 4i, + 12e?, respectivamente.

A Unicaequagdo naformanormal é obtidano passo 4 de nosso procedimento:

01i+ 0,3 - 1,8te™" + 4i; + 12¢7" - 2t2u(t) = 0

ou

i; = 10i; + e (4,5t - 30)+ 5t2u(t) [25]

Note que um dos termos no lado direito da equacéo é proporciona aderivada
de uma das fungdes de fonte.

Neste exemplo, os dois indutores e a fonte de corrente estavam conecta-
dos ao mesmo né. Em circuitos contendo mais ramos e nés, a conexao pode
ser um supernd. Como umaindicacdo de umarede como essa, aFigura19.8
mostra um ligeiro rearranjo de dois elementos aparecendo na Figura 19.7a.
Note que, novamente, os estados de energia dos dois indutores ndo podem
ser especificados de forma independente; com a especificacdo de um deles,
e de posse dacorrente dafonte fornecida, o outro também esta especificado.
O método de obtencdo da equacdo na forma normal é o mesmo.

A excegdo criada por um lago de capacitores e fontes de tensdo pode ser
tratada com a aplicagdo de um procedimento similar (dual), e o estudante
atento ndo deve ter muitos problemas para fazer isso.



» EXERCICIOS DE FIXACAO

19.2 Escreva equagdes na forma normal para o circuito da Figura 19.9a.

20 Q 50 Q
A NN
cos 2t u(t)V 1 mH 5 mH
(@)
D
N
Vg
ImF 50 2@ 2mF
— WA —— W\
+ v — + Uy —
+
IOQ§ Vs 2= 5 mF §59
®) < FIGURA 19.9

19.3 Escreva as equagdes na forma normal para o circuito da Figura 19.9b
usando a ordem de variaveis de estado v;, V,, V.

19.4 Determine uma equacdo na forma normal para o circuito mostrado na
Figura 19.10 usando a variavel de estado: (a) V;; (b) Ve

Resposta: 19.2: i] = —20.000i, — 20.000i; + 1000 cos 2t u(t); iz = —4000i, — 14.000i; +

200cos 2t u(t) [usando i, | eis |]. 19.3: o] = ~160v, — 100v, — 60v; — 140 o3 = ~50v;

— 125V, + 75V — 75V 1 = —12v; + 30V, — 42V, + 2V, 19.4: ol = 6,67V, + 6,67V, +
0,3330%; 0, = —6,67V, + 0,6670,,

19.3 » O USO DA NOTACAO MATRICIAL

Nos exemplos que estudamos nas duas seges anteriores, as varidvels de estar
do selecionadas eram as tensdes nos capacitores e as correntes nos indutores,
exceto no caso final, onde ndo foi possivel desenhar uma arvore normal e ape-
nas uma corrente de indutor pode ser selecionada como variavel de estado. A
medida que o nimero de indutores e capacitores na rede crescer, € claro que o
nimero de varidvels de estado crescerd. Circuitos mais complicados requerem
portanto um nimero maior de equagdes de estado, cada uma delas contendo
um arranjo maior de variaveis de estado em seu lado direito. N&o apenas a
solucéo detal conjunto de equagdes requer o auxilio de um computador?, como
também o smples esforgo de escrevé-las pode facilmente levar acéibras.

Nesta secéo, vamos estabel ecer uma notacéo simbdlica Gtil que minimi-
za 0 esforgo na escrita das equagOes.

VVamos apresentar esse método nos lembrando das equacBes na forma
normal que foram obtidas para o circuito da Figura 19.6, que continham
duas fontes independentes, v, e i.. Os resultados foram dados na forma das
Equacbes [22] a[24] da Secéo 19.2:

1 Emborao SPICE possa ser usado na andlise de quaisquer circuitos encontrados neste capi-
tulo, outros programas computacionais s30 usados especificamente para resolver equagoes
naforma normal.

Secdo 19.3 P O uso da notagao matricial

20 uF
I(
A\
+ Ve — +
Vs 5kQ V2 =< 10 uF
A FIGURA 19.10
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Capitulo 19 Andlise por Varidveis de Estado

Para uma revisao de matrizes e notacdo matricial,
consulte o Apéndice 2.

U/Cl == 2uc1— 6ip + 2u [22]
Vep = = Tip = Tiy 23]
i,L = 35vc1 + Sver + 90i; — 35 [24]

Duas de nossas varidveis de estado sdo tensdes, uma € uma corrente,
uma funcdo forcante € uma tensdo, outra € uma corrente, e as unidades
associadas as constantes nos lados direitos dessas equactes tém as dimen-
sbes de ohms ou siemens, ou sdo adimensionais.

Para evitar problemas de notagdo em um tratamento mais generalizado,
vamos usar as letras q para denotar uma variavel de estado, a paraindicar
uma constante multiplicando q, e f para representar todas as fungdes for-
cantes aparecendo no lado direito de uma eguagdo. Assim, as equagdes [22]
a[24] setornam

Oy = aulp + &l + agz + fi [26]
Op = @01+ apl+ apgz+ f2 [27]
O3 = @l + Al + apiz+ f3 [28]
onde
0 =Vor ay=—2 @a,=0 a3=-6 f=2y
B=Veo 83=0 ay,=0 ay=-7 f,=-7i
03=i, 85,=35 a;,=5 aix=90 f;=-35

Agora passamos a usar matrizes e dgebralinear para simplificar nossas
equacdes e generalizar ainda mais os métodos. Primeiro definimos uma
matriz g que chamamos de vetor de estado:

qu(t)

(1)

q(t) = [29]

ant)

A derivada de uma matriz é obtida calculando-se a derivada de cada
elemento da matriz. Assim,

ay(t)
) 0a(t)
am=| "
ai(t
Vamos representar todas as matrizes e vetores neste capitulo por meio de
letras minUsculas em negrito, como g ou g(t), com a Unica excegdo da matriz
identidade |, a ser definidana S ecéo 19.5. Os elementos de qualquer matriz
S0 escal ares simbolizados por letras mindsculas em itélico, como g, ou g, (t).
Também definimos um conjunto de fungdes forgantes, f,, f,, . . ., f,
como uma matriz f e a chamamos de vetor funcéo forcante:
f1(t)

fa(t)

f(t) = [30]

o(®)



Vamos agora voltar nossa atengéo aos coeficientes a » ue representam
os elementos da matriz quadrada a (n x n),

i ar ain
a= | @ a2 - an [31]
anl  an2 Ann

A matriz a é chamada de matriz de sistema.

Usando as matrizes que definimos nos parégrafos anteriores, podemos
combinar esses resultados para obter uma representacéo concisa e compac-
ta das egquagdes de estado,

q=aq+f [32]

As matrizes q' e f s80 matrizes coluna (n x 1), assim como o produto
meatricial aq.

As vantagens dessa representacéo sdo 6bvias, porque um sistemade 100
equacdes e 100 variaveis de estado tem exatamente a mesma forma de uma
equacdo com uma variavel de estado.

Para o exemplo das Equactes [22] a[24], as quatro matrizes na Equacéo
[32] pode ser escritas explicitamente como

Upq -2 0 -67[ve1 20,
Upp | = 0 0 =7 ||ve2 |+ | —7i [33]
i 35 5 DO ir - 35v;

Todos, exceto especialistas em matrizes, devem separar alguns minutos
para expandir a Equacdo [33] e entdio comparar os resultados com as Equa-
¢Oes [22] a[24]; trés equacOes idénticas a essas devem ser obtidas.

Em que ponto estamos agora com relacéo a andlise usando variave's de
estado? Dado um circuito, sabemos construir uma érvore normal, especificar
um conjunto de varidveis de estado, ordena-las na forma do vetor de estado,
escrever um conjunto de equagdes na formanormal, e finalmente especificar
amatriz de sistema e o vetor funcéo forgcante a partir das equagdes.

O proximo problema é a obtencéo da forma explicita das funcGes tem-
porais representadas palas variaveis de estado.

» EXERCICIO DE FIXACAO

19.5 (&) Usando o vetor de estado g = [{) ] determine amatriz de sistema e
o vetor fungdo forcante para o circuito da Figura 19.11. (b) Repita para
o vetor de estado q = [}’] .

2Q = W =

20u(r) V g 05H § 10Q D 3u(r) A

<« FIGURA 19.11

Resposta:[ -3,33  0,3333] [ 433u(t) 1.[-0833 -1,6677 [ -833u(t)
'-1,667 -0833 |'|[-833u(t) |'| 0333 -333 |'| 433u(t)

Secdo 19.3 P O uso da notagao matricial
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19.4 » SOLUCAO DA EQUACAO DE PRIMEIRA
ORDEM

A equacdo matricial representando o conjunto de equagdes naformanormal
para um sistema geral de ordem n foi obtida na forma da Equacéo [32] na
secdo anterior, que é repetida aqui por conveniéncia como a Equacéo [34]:

q=aq+f [34]

Em nossos circuitos com parametros invariantes com o tempo, amatriz de
sistemaa de ordem (n x n) é composta por eementos constantes, eq’, q ef sfo
todas matrizes coluna (n x 1). Precisamos resolver essa equagdo matricia para
g, cujos elementos 3o ¢, 0y, .., g, Cada um desses elementos deve ser obtido
como umafungéo do tempo. Lembre-se de que essas sfo as variavel s de estado,
Ccujo conjunto nos permite especificar cada tensdo e corrente no circuito dado.

Provavelmente, a maneira mais simples de se abordar esse problema é
reconstituir o método pelo qual resolvemos a equacdo (escalar) de primeira
ordem correspondente na Segdo 8.7. Vamos repetir aquele processo rapida-
mente, mas, ao fazer isso, devemos ter em mente o fato de que em seguida
vamos estender tal procedimento a uma equacéo matricial.

Se cada matriz na Equac&o [34] tiver apenas uma linha e uma coluna,
entdo podemos escrever a equacdo a equacdo matricial como

[ar (V)] = [aua][au(t)] + [f1(t)]
= [anqu(t)] + [fu(t)]
= [anqu(t) + fi(t)]

€, portanto, temos a equacdo de primeira ordem
0y(t) = anou(t) + fu(t) [35]

ou
qu(t) — anu(t) = fu(t) [36]

A Equacéo [36] tem a mesma forma da Equacdo [12] da Secdo 8.2, e
portanto procedemos usando um método similar de solugdo multiplicando
cada lado da equacéo pelo fator de integracdo eteu;

e Bug(t) — & Pau(t) = € fu(t)

O lado esguerdo dessa equacdo é novamente uma derivada exata, e
ent&o temos

d
Gile ] = e () [37)

A ordem naqual osvarios fatores da Equacéo [37] foi escritapode pare-
cer um pouco estranha, porque um termo que € o produto de uma constante
e de uma funcdo temporal é normalmente escrito com a constante apare-
cendo primeiro e a fungéo temporal em seguida. Em equacOes escalares, a
multiplicacdo € comutativa, e entdo a ordem na qual os fatores aparecem
ndo tem qualquer consequéncia. Mas, nas equagdes matriciais que vamos
considerar a seguir, os fatores correspondentes serdo matrizes, e amultipli-
cacdo matricial ndo € comutativa.
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Isto &, sabemos que

[2 47[a bl_ [(2a+ 4c) (2b+ 4d) ]
|6 8||c d | (6a+ 8c) (6b+ 8d) |

enquanto

[a b|[2 47 _ [(2a+ 6b) (4a+ 8b)]
|c d|[6 8] |(2c+6d) (4c+ 8d) |

Diferentes resultados sdo obtidos, e precisamos portanto ter cuidado
mais tarde com relagdo & ordem na qual escrevemos os fatores matriciais.

Continuando com a Equagéo [37], vamos integrar cada lado em relacéo
ao tempo, de —co até um tempo genérico t:

t
e g (t) = / e i f (2)dz [38]
onde z € smplesmente uma varidvel muda de integragéo, e onde assumimos
que e @11 g, (t) tendaa zero amedida que t tende a—co. Agora multiplicamos
(premultiplicamos, se esta fosse uma equacdo matricial) cadalado da Equa-
¢do [38] pelo fator exponencia e, obtendo

t
qi(t) = ean / e 21 f(2)dz [39]
gue é a expressao desegjada para a Unica varidvel de estado desconhecida.

Em muitos circuitos, particularmente agueles em que chaves est&o
presentes e o circuito € reconfigurado em algum instante de tempo (fre-
guentemente em t = 0), ndo conhecemos a funcdo forcante ou a equacdo na
formanormal antes daguel e instante. Portanto, incorporamos toda a histéria
passada em uma integral de —oo até aquele instante, aqui assumido como
t =0, fazendo t = 0 na Equagdo [39]:

0
a:1(0) = / e i f(2)dz

)

Quando usamos o valor inicia na solugéo geral para q(t):

t
aut) = gy (0) + e / & i ,(2) dz [40]
0

A Ultima expressdo mostra que a fungdo temporal da varidvel de estado
pode ser interpretada como a soma de dois termos. O primeiro é aresposta
que apareceria se a fungéo forgante fosse nula [f,(t) = 0], que nalinguagem
da andlise por variaveis de estado é chamada de resposta a entrada zero.
Elatem aforma da resposta natural, embora possa ndo ter a mesma ampli-
tude do termo que temos chamado de resposta natural. A resposta a entrada
zero também ¢é a solugdo da equagdo na forma normal homogénea, que é
obtida fazendo f,(t) = 0 na Equagéo [36].

A segunda parte da solug&o representaria a resposta completa se ¢, (0)
fosse nula e é chamada de resposta ao estado zero. Veremos em um exem-
plo seguinte que o que chamamos de resposta forgada aparece como parte
da resposta ao estado zero.

15
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» EXEMPLO 19.5

Deter mine v(t) para o circuito da Figura 19.12.

20 A equacdo na formanormal é facilmente determinada como

Ve == Suc + 250 cos 107 u(t)

Logo, a;; = -5, f;(t) = 250 cos 10t u(t), e podemos substituir diretamente na

50 10, v
cos 10t u(z) O.1F==ve Equagéo [39] para obter a solugéo:

t
ve(t) = e'S’f %250 cos 10z u(z) dz

0

A FIGURA 19.12 Circuito de primeira ordem para o . . .
qual a tensao V() deve ser determinada usando-se os A func&o degrau unitario dentro da integral pode ser trocada por u(t) fora da

métodos da andlise por varidveis de estado. integral se o limite inferior for alterado para zero:

t
ve(r) = e‘5’u(t)/ €%250c0s 0z dz
0

Integrando, temos

t

1) = e Yu(s =t 5cos Dz + 10 =n10
ve(t) = e “()m( < Z)o
ou
ve(r) = [~ 10e”¥ + 10(cos D¢ + 2sen Dr)]u(r) [41]

O mesmo resultado pode ser obtido com o uso da Equacéo [40]. Como v(0) = O,
temos

t
ve(t) = e ¥ (0) + 7™ / €%250c0s Dz u(z) dz
0

t
e 5’u()f)‘/. €%250 0510z dz
0

e integra leva & mesma solugdo obtida anteriormente, € claro. Entretanto,
também vemos que a solugéo total parav(t) éarespostaao estado zero, e néo héa
respostadentrada zero. E interessante notar que, setivéssemos resolvido este pro-
blema aplicando os métodos do Capitulo 8, teriamaos obtido uma resposta natural

'UC,n(t) = Ae_s’
e computado aresposta forgada por meio de métodos no dominio dafrequéncia,
50
Yo = ——(-jl)= 10- j2C
G D= Jl( J ) J
de forma que
ve, r(¢) = 10cos10r + 20sen 10¢

Logo,
ve(t) = Ae™ + 10(cos D¢ + 2senDr) (¢ > 0)
e aaplicacdo dacondigéo inicial, v-(0) = 0, levaa A = —10 e a uma expresséo

idéntica a Equagéo [41], novamente. Olhando para as respostas parciais obti-
das nos dois métodos, vemos portanto que
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0

vC,entrada zero
Ve estado zere= [~ 10e”> + 10(cos D¢ + 2sen Dr)]u(r)
Ve == 10e¥u(r)
ve,r = 10(cos D¢ + 2sen Dr)u(t)

» EXEMPLO 19.6

A chave no circuito da Figura 19.13 é acionada em t = 0, e a forma do
circuito muda nesse instante. Determinei (t) em t > 0.

30 6Q >y/
2V— go,sH =60V
Ji

A FIGURA 19.13  Exemplo de primeira ordem no qual a
forma do circuito muda em ¢ = 0.

Representamos tudo antes de t = 0 dizendo que i (0) = 4 A, e obtemos a
equacdo na forma normal para o circuito na configuracdo que ele apresenta
apést=0. Elaé

i) =—4iL(t)- 24

Dessa vez, devemos usar a Equagdo [40], ja que ndo temos uma equagdo na
forma normal que sgja védlida em todo o tempo. O resultado é

t
iL(t)= e 4@+ e““/ e" (- 24)dz
0

ou
()= 464 -61-e% (t>0)

Os vérios componentes da resposta sdo agora identificados
— g H
I L, entrada zero 4e (t = 0)
[ L, estado zerg~ — 6(1 =€ 4t) (t > 0)

enquanto os métodos analiticos que usamos anteriormente teriam levado a

iLn= 1064 (1> 0)
iLf=-6 t>0

Essas redes de primeira ordem certamente ndo requerem o uso de vari-
aveis de estado para a sua andlise. Entretanto, o método pelo qual resolve-
mMOos uma Unica equacdo na formanormal oferece algumas pistas a respeito
de como a solugdo de ordem n poderia ser obtida. Seguimos essa trilha
excitante na proxima secao.
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» EXERCiCIO DE FIXACAO

19.6 (&) Escrevaaequacdo naformanormal parao circuito daFigura19.14.
Determine v(t) parat > 0 pela (b) Equagéo [39]; (c) Equagdo [4Q].

+ v -

| L
I\
10 mF
Su() A 10 Q 15Q 2A

<« FIGURA 19.14

Resposta: v, = —4v; — 120 + 200u(t); 20 — 50e4 V; 20 — 50e* V.

19.5 » A SOLUCAO DA EQUACAO MATRICIAL

A equacdo matricial genérica do sistema de ordem n que agora desejamos
resolver é a Equacédo [34] da Secdo 19.4,

q=aq+f [34]

onde a € uma matriz quadrada (n % n) de constantes e as outras trés matrizes
s80 matrizes coluna (n x 1) cujos eementos sdo, em gerd, fungBes do tempo.
No caso maisgeral, todas as matrizes seriam compostas por fungdes temporais.
Nesta se¢cdo, obtemos a solugdo matricial dessa equacdo. Na Secéo 19.6,
interpretamos nossos resultados e indicamos como poderiamos obter uma
solucdo util paraq.
Comegamos subtraindo o produto matricial aq de cada lado da Equa-
¢ao [34]:
q-aq=f [42]

Relembrando do fator de integragdo e®1: que usamos no caso de pri-
meira ordem, vamos pré-multiplicar cada lado da Equagéo [42] por e&;

e'%q - e agq = €' [43]

Embora a presenca de uma matriz no expoente possa parecer um pouco
estranha, a fungdo e pode ser definida em termos de sua expansdo em
séries de poténcias infinitas em t,

el=1-ta+ i(a)2— ﬁ(a)3+ e [44]
2! 3!

Identificamos | como a matriz identidade (n x n),

10 --- 0
. 01 --- 0
00 1

de forma que



Os produtos (a)?, (a)° e assim por diante na Equagdo [44] podem ser
obtidos com repetidas multiplicagdes da matriz a por S mesma, e portanto
cada termo na expansdo é novamente uma matriz (n x n). Assim, é claro
que e também é uma matriz quadrada (n % n), mas seus el ementos s4o,
em geral, funcBes do tempo.

Seguindo novamente o procedimento de primeira ordem, vamos agora
mostrar que o lado esquerdo da Equacdo [43] é igua a derivada temporal
de e'aq. Como este € um produto de duas funcGes temporais, temos

d tapy - tad d -t
GE0= e ug @ | @]

A derivada de e é obtida novamente com a consideracdo da série
infinita da Equagéo [44], e vemos que o resultado € dado como —ae™?,
A expansdo em séries também pode ser usada para mostrar que —ae @ =
—eaa, Logo,

%(e—taq) = e—taq/ _ e—taaq

e a Equacdo [43] ajuda a simplificar essa expressdo, colocando-a naforma
d —ta —ta
—_ = f
(€=
Multiplicando por dt e integrando de —oo a t, temos
t
e %= / e ?f(2)dz [45]

Pararesolver para g, devemos pré-multiplicar o lado esquerdo da Equa-
¢do [45] pelamatriz inversa de e, |sto €, qualquer matriz quadrada b tem
uma inversa b1 tal que b=b = bb~1 = |. Neste caso, uma outra expansio
em séries de poténcias mostra que ainversa de e é €2, ou

etae—taq = Iq = q

e podemos portanto escrever a nossa solucdo como

t
q= eta/ e ?f(2)dz [46]

o0

Em termos do valor inicial do vetor de estados,
t
q = €?q(0) + eta/ e ®f(2)dz [47]
0

A funcdo €2 é uma grandeza muito importante na andlise por espacos
de estado. Ela é chamada de matriz de transi¢éo de estados, por descrever
como o estado do sistema muda de seu estado zero para seu estado no
tempot. As Equaches [46] e[47] sdo as equacBes matriciais de ordem n que
correspondem aos resultados de primeira ordem que numeramaos como [39]
e [40]. Embora essas expressdes representem “solucdes’ para g, o fato de
expressarmos €'? e e '@ apenas como séries infinitas é um sério empecilho
para que fagamos qualquer uso efetivo desses resultados. Teriamos séries

Secédo 19.5 P A solucao da equacao matricial
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de poténcias infinitas em t para cada g(t), e, enquanto um computador
poderia achar esse procedimento compativel com sua memaria e velocida-
de de processamento, provavel mente teriamos outras tarefas mais urgentes
do que redlizar soma com as Nossas proprias maos.

» EXERCiCIO DE FIXACAO

19.7 Sejama = _(1) % et=0,1s. Use aexpansdo em séries de poténcia
para determinar (a) a matriz e'?; (b) a matriz €%; (c) o valor do deter-
minante de e'?; (d) o valor do determinante de e, (e) o produto dos
dois Ultimos resultados.

10,0948 0,8955] '

Resposta: 10,9903 -0,1897] [ 0,9897 0,2097
—-0,1048 1,0945

i| ;0,9048; 1,1052; 1,00C

19.6 » UM OLHAR MAIS DETALHADO NA MATRIZ
DE TRANSICAO DE ESTADOS

Nesta secdo, procuramos uma representacdo mais satisfatériaparae@ e e @,
Se a matriz de sistema a € uma matriz quadrada (n x n), entdo cada uma
dessas exponenciais € uma matriz (n x n) de funcdes temporais, e uma das
consequéncias de um teorema desenvolvido na dgebra linear, conheci-
do como o teorema de Cayley-Hamilton, mostra que tal matriz pode ser
expressa como um polindmio de grau (n —1) namatriz a. Isto &,

t

€% = upl + uja+ up(a)®+-- -+ Up-2(a)" " [48]

onde cada u, € uma fung&o temporal escalar ainda a ser determinada; os
termos a sdo matrizes (n x n) constantes. O teorema também diz que a
Equacdo [48] permanece uma igualdade se a matriz | for substituida pela
unidade e se a for trocada por qualquer uma das raizes escalares s da
n-ésima equacao escalar,

defa-sl)=10 [49]

A expressdo det(a — sl) indica o determinante da matriz (a — sl). Esse
determinante € um polindmio em s de grau n. ASSUmMimos que as n raizes
segjam diferentes. A Equacdo [49] é chamada de equacao caracteristica da
matriz a, e os valores de s que s raizes da equacdo sdo conhecidos como
os autovalores de a.

Esses valores de s sdo idénticos as frequéncias naturais as quais nos
referimos no Capitulo 15 como sendo os polos de uma fungdo de transfe-
réncia apropriada. Isto €, se nossa variavel de estado év,(t), ent&o os polos
de H(s) =V, (s)/I oudeV,(s)/V também sdo os autoval ores da equagéo
caracteristica.

Assim, este é 0 procedimento que vamos seguir para obter uma forma
mais simples para &



Secdo 19.6 B Um olhar mais detalhado na matriz de transicdo de estados

1. A partir de a, forme a matriz (a—sl).

2. lguale a zero o determinante dessa matriz quadrada.

3. Resolva o polindémio resultante de ordem n para as suas n raizes,
S5 Sy -1 Sy

4. Escreva as n equacdes escalares na forma

t

€% = Up+ Ui§ +- -+ Up-a§ ! [50]

5. Resolva para as n fungbes temporais ug, Uj, . . ., Ug_;.
6. Substitua essas funcbes temporais na Equacdo [48] para obter a
matriz (n x n) €2,

Para ilustrar esse procedimento, vamos usar a matriz de sistema que
corresponde as Equactes [7] e [8] da Segdo 19.1 e ao circuito mostrado na

Figura 19.2a.
a= |~ 05 -25
B 05 -35

Portanto,

gy [-05 -25]_[1 0
@=sh=1 o5 _35|/7 5o 1

_[(-05-5 ~-25
- 05 (-35-9)

e aexpansdo do determinante (2 x 2) correspondente fornece

(-05-5) -25 ]_|(-05-5 -25
det[ 05 (-35- s)}_ 05 (-35-5)

= (-0,5- s)(-35- s) + 1,25

de forma que

defa- sl) = s?+ 4s+ 3

As raizes desse polinbmio sd0 s, = -1 e s, = -3, e substituimos cada um
desses valores na Equac&o [50], obtendo as duas equactes

t 3t

€' = U - U e €= up—- 3u;

Subtraindo, vemos que
up = 05e"'- 05e

e, portanto,
Up= 1,5e'- 0,5 &

Note que cada u; tem aforma geral da resposta natural.
Quando essas duas fungdes sdo substituidas na Equacao [48], de forma que

-05 - 2,5]

ta — -t -3t - -3
e%= (15¢7" - 0,5¢" %) + (0,5¢" -~ 0,5 )[ 05 -35

podemos realizar as operacdes indicadas para obter
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o [(1,25e‘t - 0,25¢ %) (-1,25¢ '+ 1,25e‘3t)}

T | (0,257t - 0,256 %) (-0,25¢t + 1,25¢” %) =

De posse de €2, formamos e trocando cada t na Equacéo [51] por —t.
Para completar este exemplo, podemos identificar q e f a partir das Equa-

coes[7], [8] e[9]:
a=[i¥]

= [3°+ 83_2“(t)] 52]

Como parte do vetor funcéo forgante esta presente em t < 0, também
podemos usar a Equacéo [46] para resolver para o vetor de estados:

t
q= e f e %f(2)dz [46]

o

O produto matricial e%f(z) € em seguida formado trocando-se t por —z
na Equacdo [51] e entéo realizando-se a sua pré-multiplicacdo pela Equa-
¢80 [52] com z no lugar de t. Com apenas um pouco de trabal ho, obtemos

o 2f = 37,5¢7 — 7,5¢% + (10e”% - 26%)u(2)
7,567 — 7,5e% + (2677 - 26°)u(2)

Integrando os dois primeiros termos de cada elemento de —o a t, € 0S
dois ultimos termos de O a t, temos

t 3t —t
e o 355 - 25€" - 10e7t + 12
[ e "fdz= [ 556 — 256" — 2et 4+ 4 (t>0)

o

Finalmente, devemos pré-multiplicar essa matriz pela Equagéo [51], e
essa multiplicagdo matricial envolve um grande nimero de multiplicacGes
escalares e adi¢des al gébricas de funcbes temporais parecidas. O resultado
€ o vetor de estados desgjado

_[35+ 107t - 12672 + 27 &
) [ 5+ 267 — de % + 2673 } t>0

Essas sf0 as expressdes dadas informalmente nas Equagdes [10] e [11]
no final da Secéo 19.1.

Possuimos agora uma técnica geral que poderiamos aplicar em proble-
mas de ordem mais elevada. Tal procedimento € teoricamente possivel, mas
o trabalho envolvido logo se torna monumental. Ao invés disso, utilizamos
programas computacionais que trabalham diretamente a partir das equactes
naformanormal e dosvaloresiniciais das variaveis de estado. Conhecendo
q(0), computamos f(0) e resolvemos as equacdes para q'(0). Ent&o, o vetor
q(At) pode ser aproximado a partir de seu valor inicial e de sua derivada:
q(At) = q(0) + g'(0)At. Com este valor para q(At), as equacdes na forma
normal sdo usadas para determinar-se um valor para q'(At), e 0 processo
continua em incrementos de tempo de At. Menores valores de At levam a
um q(t) mais exato em qualquer tempo t > 0, mas com esperadas penaliza-
¢Oes em termos do tempo de processamento computacional e da demanda
de espaco de armazenamento no computador.



Realizamos vérias coisas neste capitulo. Primeiro, e talvez o que sgja
mais importante, aprendemos alguns dos termos e ideias deste ramo da
analise de sistemas, e isso deve dar mais significado e prazer aos nossos
estudos futuros nesta area.

Outra realizacdo é a solugdo geral para 0 caso de primeira ordem na
forma matricial.

Também obtivemos a solucdo matricia parao caso geral. Essaintroducdo
a0 uso de matrizes na andlise de circuitos e sistemas € uma ferramenta que
se torna cada vez mais necessaria em trabalhos mais avancados nessas areas.

Finalmente, indicamos como uma sol ugdo numérica poderia ser obtidacom
0 uso de métodos numéricos, de preferéncia usando um computador digital.

» EXERCICIO DE FIXACAO

108 bsson= 1] a= [§ “3]].1= [219].

q(0) = [1?)0] , use umAz de 0,001 e calculéx) v-(0,000);
(6) i.(0,001); (c) v-(0,001); (<) i1 (0,001); () vc(0,002); (f) i (0,002.

Resposta: 150,108 V; 5,04 A; 106,92 V/s; 39,636 A/s, 150,2149 V; 5,0796 A.

RESUMO E REVISAO

» O termo variavel de estado na andlise de circuitos se refere a uma
corrente de indutor ou aumatensdo de capacitor, jaque ambas podem
descrever o estado de energia de um sistema (isto &, de um circuito).

» Os seis passos usados ha construcdo de um conjunto de equacles
para a andlise por varidveis de estado so:

1. Estabeleca uma érvore normal.

2. Atribua varidveis de tensdo e corrente.
3. Escreva as equagdes C.

4. Escreva as egquacOes L.

5. Escreva as equacOes R (se necessario).
6. Escreva as equactes na forma normal.

» O vetor de estados € uma matriz que contém as variaveis de estado ¢,

» A matriz funcdo forcante € uma matriz que contém o conjunto de
funcoes forgantes f;.

» A matriz de sistema a contém os coeficientes a; das equagOes de
estado.

> Se escrevermos a representacdo da equacdo matricial de primeira
ordem do conjunto de equacBes de estado na forma normal como
q= aq + f, a Unica variavel de estado desconhecida g,(t) é dada
como a soma da resposta a entrada zero €11}, (0) e da resposta ao
estado zero €au [ e%uf, (2)dz.

» A solucdo geral para a equacdo matricial, expressa em termos da
matriz de transicio de estados €2, é q = €[ ef(2)dz

Resumo e revisao
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ado

EXERCICIOS

19.1 Variaveis de Estado e Equa¢6es na Forma Normal

1. Usando aordem iy, i, i5, escreva as seguintes equagdes como um conjunto de

equacdes na forma normal:—2ij — 6i3 = 5 + 2 cos 10t — 3i, + 2i,, 4i, = 0,05] —
0,15i} + 0,25i4, i, = 2i, — 5iz + 0,4/, (i, —ig)dt + 8.

Dadas as duas equacOes diferenciaislinearesx’ +y' = x+y+1lex' — 2y’ = 2x—
y — 1: (a) escreva as duas equactes na forma normal, usando a ordem x, y; (b)
obtenha uma Uinica equagéo diferencial envolvendo apenas x(t) e suas derivadas.
(c) Se x(0) = 2 e y(0) = -5, obtenha x'(0), x"(0) e x"(0).

Escreva as equagdes seguintes na forma normal, usando aordem x, y, z X' — 2y
-3z =1f(t), 2x'+52=3,72 - 2y'=x=0.

Sex'=-2x—3y+4ey =5x-6y+ 7, assumax(0) = 2 ey(0) = 1/3 e obtenha
(@) x"(0); (b) y"; (c) y"(0).

19.2 Escrevendo um Conjunto de Equacées na Forma Normal

5. Sev, =100 cos 120xt V, escreva um conjunto de equagtes naformanormal para

0 circuito mostrado na Figura 19.15. Usei; e v como as variaveis de estado.

+ V% - 02H
11N
—_—
60 Q iy +
vy 5 uF =< v¢ 0.04v,

<« FIGURA 19.15

6. (a) Desenheumadrvore normal parao circuito daFigura19.16 e atribua as vari-

aveis de estado necesséarias (por uniformidade, coloque as referéncias + no topo
ou no lado esquerdo de um elemento, e setas diretas apontando para baixo ou
para adireita). (b) Especifique cada corrente de elo e tensdo de ramo de arvore
em termos das fontes, dos valores dos elementos e das varidveis de estado. (c)
Escreva as equagdes na forma normal usando a ordem i, Vv, V,g.

Su(t) V (? 2F=< | >av, 6Q
<« FIGURA 19.16

Escreva um conjunto de equagBes na forma normal para cada circuito mostrado
naFigura19.17. Use aordem de varidvel's de estado fornecida abaixo do circuito.

Ji
iSQ 509§ 02 mF =

+

= Uc

-
2 mH 5Q 10 Q 25Q
meobe AWV
+ + +
3iy
Us 01F=<Y1 02FA<"205F /’\ U3

ir,

A FIGURA 19.17

Ve

(@)

V1, Uy, V3

(b)



Exercicios

8. Um resistor de 12,5 Q ¢ colocado em série com o capacitor de 0,2 mF no circui-
to da Figura 19.17a. Usando uma corrente e uma tensdo, nesta ordem, escreva

um conjunto de egquagdes na forma normal

para esse circuito.

9. (a) Escrevaequagbes naformanormal em fungéo das variaveis de estado v;, v,,
i, ei, paraaFigura19.18. (b) Repita se afonte de corrente for trocada por um

resistor de 3 Q.

i 05H
N
2Q 0,1 F 02F
I | L
I\ A\
- v + + v, —

v, i (D g 0.05

<« FIGURA 19.18

10. Escreva um conjunto de equagOes na forma normal na ordem i, v para cada

circuito mostrado na Figura 19.19.

0,1F
|
Ay ) ;
+ Ve - L 2Q 05H 'L
M\ LI
l;(D 209§ %0,2H +
Uy Ve =< 02F 5Q
@ ®) < FIGURA 19.19
11. Escrevaum conjunto de equacBes naformanormal para o circuito mostrado na 01F
Figura 19.20. Use a ordem de variaveisy, i. |¢
12. Sev =5 sen 2t u(t) V, escreva um conjunto de equagdes na forma normal para tv- il
o circuito da Figura19.21. )
i (D §209 30,21-1
0,1F 0,05F

1
I I
A\

ii" A\
US(D §59 §ZOQ

§5§2

4i, A FIGURA 19.20

19.3 O Uso da Notacao Matricial

ir1 -1 -2

13. (a) Dados g = [in},a: [ 4 -5
Ve 7 -8

equacoes na forma normal. (b) Seq = [LL

<« FIGURA 19.21

-3 2t
6}, f= |: 3¢2 } escreva trés

-9 1+¢

Ja=[3 51 [E e

as variaveis de estado e os elementos (com seus valores) no esqueleto de dia-

grama de circuito da Figura 19.22.

14. Substitua os capacitores no circuito da Figura19.17b por indutoresde 0,1 H, 0,2
HeO05H eobtenhaaefsei i ,ei ;s asvariaveis de estado.

25



26 Capitulo 19 P Anadlise por Varidveis de Estado

Uc1
15. Dado o vetor de estados Q= |:Uczi|, assuma a matriz de sistema

e -3 3 0 ir 10
a= 2 -1 0|eovetor fungdo forcante f = | 0 |. Outras tensdes e
| | 1 4 —2 0
! ! Vol
correntes no circuito aparecem no vetor w = Z‘: , e elas estdo relacionadas
iR2
A FIGURA 19.22 1 2 0 0
_ _ 10 0 -1 _ 2
ao vetor de estados por w = bq + d, onde b = 0 -1 2 ed= 5
1 3 0 0
Escreva um conjunto de equagBes tendo vy, vy, ing € im, COMO fungdes das varié-
veis de estado.
y1
q1 -3 1 2 cos 2tt v2
16. Sgamq= | g2 |,a= | -2 -2 1|,f=|senz |,y=| y3 |,
q3 -1 3 0 0 ¥3
1 2 03 2
b:[o -1 1 1]ed:[1} -
2 -1 -1 3 3] 10
Entdo seq’'=aq + f eq = by + d, determine q(0) e q'(0) se y(0) = __lg
5

19.4 Solucao da Equacao de Primeira Ordem -

Uy
17. Obtenha a e f para o circuito mostrado na Figura 19.23 se 4 = [ if

189§ ng 4F =< V¢ §9Q

<« FIGURA 19.23

18. Para o circuito mostrado na Figura 19.24: (a) escreva a equacdo na forma nor-
mal parai, t > 0; (b) resolva essa equagéo parai; (c) identifique as respostas ao
estado zero e a entrada zero; (d) determine i pelos métodos do Cap. 8 e especi-
fique as respostas natural e forgada.

ila

09 500 i

30V— §2H

<« FIGURA 19.24

19. Sglav, = 2tu(t) V no circuito mostrado na Figura 19.25. Determine i(t).



vy C) == 50 uF § 200 Q

<« FIGURA 19.25

20. (a) Use o método de variaveis de estado para obter i, (t) em todo t no circuito
mostrado na Figura 19.26. (b) |dentifique as respostas a entrada zero, ao estado
zero, natura e forcada.

100 V
5Q

If I
su(t) A D § 10Q 03H

<« FIGURA 19.26

21. Sgjav, = 100[u(t) —u(t — 0,5)] cos it V na Figura 19.27. Obtenha v, parat > 0.

50 Q
A4

Uy 200 €2 001 F =Rvc

<« FIGURA 19.27

22. (a) Escreva a equac@o na forma normal para o circuito mostrado na Figura
19.28. (b) Determine v(t) parat <0 et > 0. (c) ldentifique a resposta forgada, a
resposta natural, a resposta ao estado zero e a resposta a entrada zero.

100 V
)
N

10u(r) A 20 Q 5Q vE=I25mF

<« FIGURA 19.28

23. Seja v, = 90e[u(t) — u(t —0,5)] V no circuito da Figura 19.29. Determinei (t).

45Q
NV .
Ji

vs(D 9OQ§ glsH

<« FIGURA 19.29

19.5 A Solucao da Equacao Matricial

24. Dada a matriz de sistema a = [_18 _ 13] facat = 10 ms e use a série de

poténcias infinita da funcéo exponencial para obter (a) e'?; (b) €2; (c) et

Exercicios
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19.6 Um Olhar Mais Detalhado na Matriz de Transicao de

Estados
X u(t) 1 2 -1
25. (a) Sed = |:Y:|:f: |:005t :| ea= |: 0 -1 3:|,escrevaoconjun-
z —u(t) -2 -3 -1

2
to de equagBes na forma normal. (b) Se q(0) = |:— 3}, estime q(0,1) usando
At =0,1. (C) repita para At = 0,05. 1

-1 2 3
26. Determine os autovalores da matriz a = |: 0 -1 2:|. Como guda, uma
raiz estapréximade s = —3,5. 3 1 -1

27. Usando o método descrito pelas Equagdes [48] a [50], determine €2 se
_[-3 2
a= |7y _a)
28. (a) Determine as equagdes na forma normal para o circuito da Figura 19.30.
Sglaq = [1’)] (b) Determine os autovalores de a. (c) Determine u, e u,. (d)

Especifique €2. (e) Use €2 para determinar q parat > 0.

! 10H
A11k

36 —72u(t) V 9Q

8-
los]
V|
i

<« FIGURA 19.30



