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SINAIS E SISTEMAS

—

Neste capitulo, discutiremos certos aspectos fundamentais dos sinais. Também apresentaremos conceitos bdsi-
cos importantes e explicacdes qualitativas sobre as razdes e os métodos da teoria de sistemas. Dessa forma,
construiremos uma sélida base para a compreensao da andlise quantitativa do restante do livro.

SINAIS

Um sinal € um conjunto de dados ou informagao. Como exemplo, temos um sinal de telefone ou televisdo, o re-
gistro de vendas de uma corporagio ou os valores de fechamento da bolsa de negécios (por exemplo, o valor mé-
dio do indice BOVESPA). Em todos esses exemplos, os sinais sdo fun¢des da varidvel independente tempo, en-
tretanto, este nem sempre € o caso. Quando uma carga elétrica € distribuida sobre um corpo, por exemplo, o si-
nal € a densidade de carga, uma func¢do do espago em vez do tempo. Neste livro, trabalharemos quase que ex-
clusivamente com sinais que sdo fun¢@o do tempo. A discussio, entretanto, se aplica de maneira equivalente pa-
ra outros tipos de varidveis independentes.

SISTEMAS

Os sinais podem ser posteriormente processados por sistemas, os quais podem modificd-los ou extrair informa-
¢do adicional. Por exemplo, um operador de artilharia anti-aérea pode querer saber a posi¢do futura de um alvo
hostil que estd sendo seguido por seu radar. Conhecendo o sinal do radar, ele sabe a posi¢ao passada e a veloci-
dade do alvo. Através do processamento do sinal do radar (a entrada), ele pode estimar a posi¢ao futura do alvo.
Portanto, um sistema € uma entidade que processa um conjunto de sinais (entradas) resultando em um outro
conjunto de sinais (saidas). Um sistema pode ser construido com componentes fisicos, elétricos, mecanicos ou
sistemas hidrdulicos (realizagdo em hardware) ou pode ser um algoritmo que calcula uma saida de um sinal de
entrada (realiza¢@o em software).

1.1 TAMANHO DO SINAL

O tamanho de qualquer entidade ¢ um niimero que indica a largura ou o comprimento da entidade. Generica-
mente falando, a amplitude do sinal varia com o tempo. Como um sinal que existe em um certo intervalo de tem-
po com amplitude variante pode ser medido por um nimero que ird indicar o tamanho ou a for¢a do sinal? Tal
medida deve considerar ndo apenas a amplitude do sinal, mas também sua duracdo. Por exemplo, se quisermos
utilizar um dnico nimero V como medida do tamanho de um ser humano, devemos considerar ndo somente seu
peso, mas também sua altura. Se fizermos uma consideragdo que a forma da pessoa € um cilindro cuja varidvel
€ o raio r (o qual varia com a altura /), entdo uma possivel medida do tamanho de uma pessoa de altura H € o
volume V da pessoa, dado por

H
V:n/ r2(h) dh (1.1)
0
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1.1-1 Energia do Sinal

Argumentando desta forma, podemos considerar a drea abaixo do sinal x(f) como uma possivel medida de seu
tamanho, pois a drea ird considerar ndo somente a amplitude, mas também sua duracdo. Entretanto, esta medi-
da ainda € defeituosa, pois mesmo para um sinal grande x(7), suas dreas positivas e negativas podem se cancelar,
indicando um sinal de tamanho pequeno. Esta dificuldade pode ser corrigida pela defini¢do do tamanho do si-
nal como a drea debaixo de x’(r) a qual é sempre positiva. Podemos chamar essa medida de energia do sinal E,
definida (para um sinal real) por

oo
E, = / x2(t) dt (1.2a)
—00
Essa defini¢do pode ser generalizada para um sinal complexo x(7), sendo dada por
oo
L CRY (120)
—00

Também existem outras possiveis medidas do tamanho de um sinal, tal como a drea sob |x(¢)|. A medida de
energia, entretanto, € mais facil de ser trabalhada matematicamente e com mais sentido (como serd mostrado
posteriormente), com a idéia de ser um indicativo da energia que pode ser extraida do sinal.

1.1-2 Poténcia do Sinal

A energia do sinal deve ser finita para que seja uma medida significativa do tamanho do sinal. Uma condicio ne-
cessdria para que a energia seja finita € que a amplitude do sinal — 0 quando |#| — oo (Fig. 1.1a). Caso contrd-
rio a integral da Eq. (1.2a) ndo ird convergir.

Quando a amplitude do sinal x(#) ndo — 0 quando |¢f| — oo (Fig. 1.1b), a energia do sinal € infinita. Uma me-
dida mais significativa do tamanho do sinal neste caso € a energia média, se ela existir. Esta medida é chamada
de poténcia do sinal. Para um sinal x(¢), definimos sua poténcia P, por

(NI
P, = lim T /_ x“(t)dt (1.3a)

T—o00 T/2

Podemos generalizar esta defini¢do para um sinal complexo x(¢), sendo dada por,

1 T/2
P, = lim — / lx ()| dt (1.3b)
~T/2

T—oo T T

x(1)

(a)

AN AN AN
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Figura 1.1 Exemplos de sinais: (a) um sinal com energia finita e (b) um sinal com poténcia finita
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Observe que a poténcia do sinal P, € uma média temporal do quadrado da amplitude do sinal, ou seja, o valor
médio quadrdtico de x(t). De fato, a raiz quadrada de P, € o ja conhecido valor rms (raiz média quadratica) de x(7).

Geralmente, a média de uma entidade ao longo de um grande intervalo de tempo aproximando do infinito
existe se a entidade for periddica ou possuir uma regularidade estatistica. Se tal condi¢@o nio for satisfeita, a mé-
dia ndo existird. Por exemplo, um sinal em rampa, x(f) = ¢, aumenta indefinidamente quando || — oo e nem a
energia nem a poténcia existirdo para este sinal. Entretanto, a funcéo degrau unitério, a qual ndo € periddica nem
possui regularidade estatistica, possui uma poténcia finita.

Quando x(¢) € periddica, |x(t)|2 também € periddica. Portanto, a poténcia de x(7) pode ser calculada da Eq.
(1.3b) efetuando a média de |x(t)|2 em um periodo.

Comentarios. A energia do sinal, tal como definida pelas Egs. (1.2) nédo indica a energia real (no sentido con-
vencional) do sinal, pois a energia do sinal depende ndo somente do sinal, mas também da carga. Ela pode, en-
tretanto, ser interpretada como a energia dissipada em uma carga normalizada de um resistor de 1-ohm, se a ten-
s30 x(¢) fosse aplicada ao resistor de 1-ohm (ou se a corrente x(7) passasse através de um resistor de 1-ohm). A
medida de “energia” €, portanto, indicativa da capacidade de energia do sinal, ndo da energia real. Por essa ra-
730, os conceitos de conservagio de energia ndo devem ser aplicados a “Energia do sinal”. Uma observacéo pa-
ralela se aplica a “poténcia do sinal”, definida pelas Eq. (1.3). Essas medidas sdo indicadores convencionais do
tamanho do sinal, sendo bastante tteis em vdrias aplicagdes. Por exemplo, se aproximarmos um sinal x(#) por
outro sinal g(#), o erro de aproximacao € e(f) = x(t) — g(#). A energia (ou poténcia) de e(f) € um indicador con-
veniente de qudo boa foi a aproximag@o. Ela nos fornece uma medida quantitativa para determinarmos quéo per-
to estd a aproximacdo. Em sistemas de comunicag@o, durante a transmissdo em um canal, sinais de mensagem
sdo corrompidos por sinais indesejados (ruido). A qualidade do sinal recebido € avaliada através dos tamanhos
relativos do sinal desejado e do sinal indesejado (ruido). Nesse caso, a razdo entre a poténcia do sinal de mensa-
gem e do sinal de ruido (relagdo sinal ruido) ¢ um bom indicador da qualidade do sinal recebido.

Unidades de Energia e Poténcia. As Egs. (1.2) ndo estdo dimensionalmente corretas. Isso ocorre porque esta-
mos usando o termo energia ndo em seu sentido convencional, mas para indicar o tamanho do sinal. A mesma
observagdo € aplicada as Eqgs. (1.3) para poténcia. As unidades de energia e poténcia, como definidas aqui, de-
pendem da natureza do sinal x(f). Se x(#) for um sinal de tensdo, sua energia E_possui unidades de volts quadra-
dos-segundo (V’s), e sua poténcia P_ possui unidade de volts quadrados. Se x(¢) for um sinal de corrente, suas
unidades serdio amperes quadrados-segundo (A’s) e amperes quadrados, respectivamente.

Determine as medidas adequadas dos sinais da Fig. 1.2.

2 X([)

207112

Figura 1.2
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Na Fig. 1.2a, a amplitude do sinal — 0 quando |¢| — oco. Portanto, a medida adequada para esse sinal € sua
energia E, dada por

9] 0 oo
E, = / (1) dt = / (2)2dt+/ de'dt =4+4=38
—00 -1 0

Na Fig. 1.2b, a amplitude do sinal ndo — 0 quando |f| — oo. Entretanto, ela é periddica e, portanto, sua
poténcia existe. Podemos utilizar a Eq. (1.3a) para determinar sua poténcia. Podemos simplificar o procedi-
mento para sinais periddicos observando que um sinal periddico se repete regularmente a cada periodo (2
segundos neste caso). Portanto, fazendo a média de x(f) em um intervalo infinitamente grande € idéntico a
calcular a média em um periodo (2 segundos neste caso). Portanto,

1 1
1 2 1 2 1
PXZE/_IX(I)dt=zllt dt=§

Lembre-se de que o sinal de poténcia € o quadrado de seu valor rms. Portanto, o valor rms desse sinal é

1/4/3.

Determine a poténcia e o valor rms de
(@) x(t) = C cos (wot +0)
(b) x(t) =C COS(CU]I+91)+C2 cos(w2t+92) wq 75602
(©) x(t) = De/™

(a) Este € um sinal periddico com periodo T, = 2m/w,. A medida adequada desse sinal € sua poténcia.
Como ele € periddico, podemos calcular sua poténcia calculando a média de sua energia em um perfodo 7},
= 2n/w,. Entretanto, para efeito de demonstragao, resolveremos este problema calculando a média em um
intervalo infinitamente grande, usando a Eq. (1.3a).

P,

1 T/2 ) ) C2 T/2
lim — C t+60)dt = lim — 1 2ot + 20)] dt
T T /4/2 cos” (@t +6) 2% 2T /J/z[  cos (2t + 26)]

I
5
|

c? T c? [Tr
T' 2 / dt + lim —/ cos Qwyt + 20) dt

T2 T—o0 T2

O primeiro termo do lado direito € igual a C*/2. O segundo termo, entretanto, € igual a zero, pois a inte-
gral que aparece neste termo representa a drea abaixo de uma senéide em um intervalo de tempo 7 muito
grande, com 7 — o0. Essa drea €, no mdximo, igual a drea de meio periodo, devido aos cancelamentos das
dreas positivas e negativas da sendide. O segundo termo € a drea multiplicada por C*/2T com T — oc. Cla-
ramente este termo € nulo e

P =— (1.4a)
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Essa equacio mostra que uma senéide com amplitude C possui poténcia igual a C*/2, independente do
valor de sua freqiiéncia w, (w, # 0) e fase 6. O valor rms € C/ V2. Sea freqiiéncia do sinal fosse zero (um
sinal CC ou um sinal constante de amplitude C), o leitor pode mostrar que a poténcia é c.

(b) No Capitulo 6, iremos mostrar que a soma de suas sendides pode ou ndo ser periddica, dependen-

do da relagdo w,/w, ser um nimero racional ou nio. Portanto, o perfodo deste sinal ndo € conhecido. Lo-
go, sua poténcia serd determinada calculando a média da energia em 7 segundos, com 7 — oo. Portanto,

T/2
P. = lim — / [C, cos (w1t + 60)) + C, cos (wrt + 6,)]* dt
T—oo T 12
1 T/2 1 T/2
= lim — C,? cos® (ot +6,)dt + lim — C,? cos? (wat + 6,) dt
T—oo T —1/2 T—oo

)

2C,C, [T7?
+ lim }2/ cos (w; + 6)) cos (ant + 6y) dt

T—o0 T/2

A primeira e a segunda integrais do lado direito sdo as poténcias das duas sendides, as quais sao C12/2 e
C22/2, como determinado no item (a). O terceiro termo, o produto das duas senéides, pode ser escrito como
a soma de duas sendides cos [(w; + w,)t + (6, + 6,)] e cos [(w, — wy)t + (6, — 6,)], respectivamente. Ago-
ra, argumentando tal como no item (a), vemos que o terceiro termo € nulo. Logo, teremos’

_ C12 C22

P, = (1.4b)
2 T2

E o valorrms é V (C1” + C2%)/2.

Podemos facilmente estender este resultado para uma soma de qualquer nimero de sendides com fre-
quiéncias distintas. Portanto, se

x(t) = Z C, cos (w,t +6,)

n=1

assumindo que nenhuma das senéides tenham freqiiéncias idénticas e w, # 0, entdo,

Po=3> G (L4c)
Se x(7) também possuir um valor CC, tal como

x(t) = Co+ Z C, cos (w,t + 6,)

n=1

Entao

o0
P,=Ci+1).C/} (1.4d)
n=1
(¢) Neste caso, o sinal € complexo e utilizaremos a Eq. (1.3b) para calcular a poténcia.

1 T/2 )
P, = lim — / | De/™" |2 dt
-T2

Essa afirmativa € verdadeira somente se w, # w,. Se w, = ,, o integrando do terceiro termo ird conter a constante cos (6, — 6,) e o ter-
ceiro termo — 2C, C, cos (6, — 6,) quando 7' — oo.
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Lembre-se que |¢*”| = 1, tal que |De’™)> = |D|* e

O valor rms € |D|.

Px=|D|2

(1.4e)

Comentario. Na parte (b) do Exemplo 1.2 mostramos que a poténcia de uma soma de duas sendides € igual a
soma das poténcias das sendides. Pode parecer que a poténcia de x,(#) + x,(1) € P, + P,,. Infelizmente esta con-
clusdo geralmente ndo € verdadeira. Ela ¢ valida apenas para uma certa condic¢do (ortogonalidade), discutida

posteriormente (Se¢do 6.5-3).

EXERCICIO E1.1

Mostre que as energias dos sinais da Fig. 1.3a, 1.3b, 1.3c e 1.3d sdo 4, 1, 4/3 e 4/3, respectivamente. Observe
que o dobro do sinal quadruplica sua energia e o deslocamento no tempo de um sinal ndo possui efeito em sua
energia. Mostre também que a poténcia do sinal da Fig. 1.3e € 0,4323. Qual € o valor rms do sinal da Fig. 1.3e?

) x1(8) x,(1) x3(0) x4(0)
1
0 t—> 1 0 t—> t—> 1 -1 t—> 0
(a) (b) (©) (d)

Figura 1.3

EXERCICIO E1.2

Refaga o Exemplo 1.2a para determinar a poténcia da sendide C cos(w,t +6) calculando a média da energia do
sinal em um perfodo T, = 27w, (em vez de calcular a média em um intervalo infinitamente grande de tempo).
Mostre também que a poténcia de um sinal CC x(#) = C, € Cg e seu valor rms € C,,.

EXERCICIO E1.3

Mostre que se @, = w,, a poténcia de C, cos(w,t + 0,) + C, cos(w,t + 6,) é [C12+ C22—|—2C1 C,cos(0, — 6,)1/2, 0

qual ndo € igual a (C,"+ C,)/2.
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1.2 ALGUMAS OPERACOES UTEIS COM SINAIS

Discutiremos aqui trés operacdes tteis com sinais: deslocamento, escalamento e inversdo. Como a varidvel inde-
pendente na nossa descri¢do de sinal € o tempo, estas operagdes serdo chamadas de deslocamento temporal, es-
calamento temporal e reversdo (inversao) temporal. Entretanto, esta discussio € vdlida para func¢des tendo outras
varidveis independentes que ndo o tempo (por exemplo, a freqii€ncia ou a distancia).

1.2-1 Deslocamento Temporal

Considere um sinal x(7) (Fig. 1.4a) e o mesmo sinal atrasado por 7 segundos (Fig. 1.4b), o qual chamaremos de

¢ (1). O que acontecer em x(¢) (Fig. 1.4a) em algum tempo ¢ também acontecerd com ¢(¢) (Fig. 1.4b) T segundos
apos, no instante ¢ + 7. Portanto,

¢+ T)=x()

(1.5)
e
) =x@t—T) (1.6)
x(1)
0 [
(@)
o) =x(t —T)
L0 1—=
7w
x(t+T)
: 0 t——
<7
: (©)

Figura 1.4 Deslocamento temporal de um sinal.

Logo, no deslocamento temporal de um sinal por 7 segundos, substituimos ¢ por t — 7. Logo x(t — T) repre-
senta x(7) deslocado no tempo por 7 segundos. Se T for positivo, o deslocamento € para a direita (atraso), como
na Fig. 1.4b. Se T for negativo, o deslocamento € para a esquerda (avanco), como na Fig. 1.4c. Claramente, x(¢

— 2) é x(¢) atrasado (deslocado para a direita) de 2 segundos e x(¢ + 2) € x(¢) avancado (adiantado, deslocado pa-
ra a esquerda) por 2 segundos.
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A funcdo exponencial x(f) = ¢ mostrada na Fig. 1.5a € atrasada por 1 segundo. Trace e descreva matema-
ticamente a funcio atrasada. Repita o problema com x(¢) adiantado por 1 segundo.

x(1)

1 o

0 1 =
(@)

x(t—1) 1
o201

0 1 L=
(b)

14 x(t+1)

2D
—1 0 t —=

©
Figura 1.5 (a) Sinal x(¢). (b) Sinal x(7) atrasado em 1 segundo. (¢) Sinal x(#) adiantado em 1 segundo.

A fungdo x(f) pode ser matematicamente descrita por

_ e t>0
x(t) = 0 [ <0 (1.7)

Seja x,(t) a representacdo da fungdo x(¢) atrasada (deslocada para direita) em 1 segundo, como ilustrado
na Fig. 1.5b. Esta funcdo € x(r — 1). Sua descri¢ao matemadtica pode ser obtida de x(#) substituindo ¢ por t —
1 na Eq. (1.7). Logo

e 2= t—1>0 ou r>1

X)) =x(t—-1) = { (1.8)

0 t—1<0 ou t<1

Seja x,(¢) a representacdo da fungdo x(7) adiantada (deslocada para esquerda) em 1 segundo, como mos-
trado na Fig. 1.5c. Esta funcdo € x(¢ + 1). Sua descri¢do matemadtica pode ser obtida de x() substituindo ¢
por t + 1 na Eq. (1.7). Logo

e 2+ t+1>0 ou t>-—1

0 t+1<0 ou t<-—1 (1.9)

X, (1) =x(@+1) ={
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EXERCICIO E1.4

Escreva a descri¢do matematica do sinal x,(#) da Fig. 1.3c. Este sinal € atrasado em 2 segundos. Trace o sinal atrasado.
Mostre que este sinal atrasado x,(f) pode ser descrito matematicamente por x(f) = 2(t — 2) para 2 <t <3 e igual a ze-
1o caso contrario. Repita, agora, o procedimento com o sinal adiantado (deslocado para a esquerda) em 1 segundo. Mos-
tre que este sinal adiantado x,(#) pode ser descrito por x,(f) = 2(t 4 1), para —1 << 0 e igual a zero caso contrdrio.

1.2-2 Escalamento Temporal
A compressio ou expansio de um sinal no tempo € chamada de escalamento temporal. Considere o sinal x(7) da
Fig. 1.6a. O sinal ¢(¢) da Fig. 1.6b € x(f) comprimido no tempo por um fator de 2. Portanto, o que acontecer com
x(#) em algum instante 7 também acontecerd com ¢(f) no instante #/2, logo

¢(%>=x0) (1.10)
(&
(1) = x(21) (1.11)

Observe que como x(f) = 0 para t = T, e T,, temos que ter ¢(t) = 0 para t = T,/2 e T,/2, como mostrado na
Fig. 1.6b. Se x(¢) for gravado em uma fita e reproduzido com o dobro da velocidade de gravag@o, iremos obter
x(21). Em geral, se x(f) for comprimido no tempo por um fator a (a > 1), o sinal resultante ¢(#) é dado por

¢(t) = x(at) (1.12)

Usando um argumento similar, podemos mostrar que quando x(¢) € expandido (desacelerado) no tempo por
um fator a (a > 1), temos

¢a)=x(5) (1.13)
a

A Fig. 1.6¢c mostra x(#/2), o qual € x(¢) expandido no tempo por um fator de 2. Observe que na operagdo de es-
calamento no tempo a origem ¢ = 0 € um ponto fixo, o qual permanece sem alteragdo para uma operagdo de es-
calamento, pois para r = 0, x(¢) = x(ar) = 0.

x(1)

@ T, 0 T, t—

d(1)i= x(21)

b
(b) W —
2 2

T

© 2T, 0 2T, 1=

Figura 1.6 Escalamento temporal de um sinal.
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Em resumo, para escalonarmos no tempo um sinal por um fator a, substituimos ¢ por at. Se a > 1, o resulta-
do de escalamento € uma compressao e se a < 1 o resultado do escalamento € uma expansao.

A Fig. 1.7a mostra um sinal x(7). Trace e descreva matematicamente este sinal comprimido no tempo por um
fator 3. Repita o problema para o mesmo sinal expandido no tempo por um fator 2.

—21 x(®
Ze—t/2
—-1,5 0 3 t —=
(@)
x,(1) 2
26*3t/2
=05 (0 1 t —=
(b)
24 XD
2e—t/4
-3 0 t —= 6

(©
Figura 1.7 (a) Sinal x(7). (b) Sinal x(3¢) e (¢) sinal x(#/2).

O sinal x() pode ser descrito por

2 —-1,5<t<0
x(t) =< 2e"? 0<t<3
0 caso contrario

(1.14)
A Fig. 1.7b mostra x,(), o qual € x(f) comprimido no tempo por um fator 3. Conseqiientemente, ele pode ser
descrito matematicamente por x(31), o qual € obtido substituindo  por 3¢ no lado direito da Eq. (1.14). Logo

2 —-1,5<3t<0 ou —-05<r<0
x.(t) =x(3t) = 2e3? 0<3t<3 ou 0<t<l1
0

caso contrario

(1.15a)
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Observe que os instantes = —1,5 e 3 em x(¢) correspondem aos instantes r = —0,5 e 1 no sinal compri-
mido x(37).

A Fig. 1.7c mostra x,(f), o qual € x(f) expandido no tempo por um fator 2. Conseqiientemente, ele pode
ser descrito matematicamente por x(#/2), o qual € obtido substituindo ¢ por #/2 em x(¢).

2 —15<-<0 ou —3<r<0
2
—(1) = t
Xe(t)—x<2>— 2etl4 0§§<3 ou 0<t<6
0 caso contrario (1.15b)
Observe que os instantes = —1,5 e 3 em x(¢) correspondem aos instantes = —3 e 6 no sinal expandido

x(t2).

EXERCICIO E1.5

Mostre que a compressdo temporal por um fator n (n > 1) de uma sendide resulta em uma sendide com mesma
amplitude e fase, mas com uma freqiiéncia aumentada n vezes. Similarmente, a expansdo no tempo por um fator
n (n> 1) de uma sendide resulta em uma senéide com mesma amplitude e fase, mas com freqiiéncia reduzida por
um fator n. Verifique sua conclusao tracando a sendide sen2¢ e a mesma senéide comprimida por um fator 3 e ex-
pandida por um fator 2.

1.2-3 Reversao Temporal

Considere o sinal x(7) da Fig. 1.8a. Podemos ver x(#) como uma forma rigida presa ao eixo vertical. Na reversio
temporal de x(#), rotacionamos esta forma em 180° com relag@o ao eixo vertical. Essa reversao temporal [a re-
flexao de x(f) com relag@o ao eixo vertical] nos fornece o sinal ¢(¢) (Fig. 1.8b). Observe que o que acontecer na
Fig. 1.8a em algum instante # também acontecerd na Fig. 1.8b no instante —#, e vice-versa. Portanto,

d@) = x(—1) (1.16)

2k *()

(@)
, b0 =x(-1
2

-5 O/ t—=
-1

(b)

Figura 1.8 Reversdo temporal de um sinal.
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Logo, para reverter no tempo um sinal, substituimos 7 por —z e o sinal revertido x(#) resultard no sinal
x(—r1). Devemos lembrar que a reversio € realizada com relagdo ao eixo vertical, o qual funciona como uma
ancora ou eixo de referéncia. Lembre-se também que a reversao de x(f) com relacdo ao eixo horizontal re-
sulta em —x(z).

Para o sinal x(f) mostrado na Fig. 1.9a, trace x(~f), o qual € a reversdo temporal de x(¢).

x(1)

Figura 1.9 Exemplo de reversao temporal.

Os instantes —1 e —5 em x(¢) s3o mapeados nos instantes 1 e 5 em x(—#). Como x(¢) = ", temos x(—t) = ¢ .

O sinal x(-) é mostrado na Fig. 1.9b. Podemos descrever x(f) e x(-t) por

e'’? —1>t>-5
x(t) = .
0 caso contrario

e a versdo revertida no tempo de x(—) € obtida substituindo ¢ por —¢ em x(¢), logo

e '? —1>—t>-5 ou 1l<t<5
x(—t) =

0 caso contrario

1.2-4 Operacgoes Combinadas

Certas operagdes complexas necessitam do uso simultdneo de mais de uma das operagdes descritas. A operacdo mais
geral envolvendo todas as trés operagdes € x(at — b), a qual € realizada em duas possiveis seqiiéncias de operacdo:

1. Deslocamento temporal de x(r) por b para obter x(r — b). Realize, agora, o escalamento temporal do si-
nal deslocando x(# — b) por a (isto €, substitua 7 por at) para obter x(at — b).

2. Escalamento temporal de x(¢) por a para obter x(at). Realize, agora, o deslocamento temporal de x(at)
por b/a (isto €, substitua ¢ por t — (b/a)) para obter x[a(t — bla)] = x(at — b). Em qualquer um dos casos,
se a for negativo, o escalamento no tempo também envolve uma reversdo temporal.

Por exemplo, o sinal x(2¢ — 6) pode ser obtido de duas formas. Podemos atrasar x(f) por 6 para obter x(t — 6)
e, entdo, comprimir no tempo este sinal por um fator de 2 (substitua ¢ por 2¢) para obter x(2¢ — 6). Alternativa-
mente, podemos primeiro comprimir x(#) por um fator 2 para obter x(2¢) e, entdo, atrasar este sinal por 3 (subs-
tituindo ¢ por ¢t — 3) para obter x(2t — 6).
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1.3 CLASSIFICACAO DE SINAIS

Existem diversas classes de sinais. Consideraremos aqui apenas as seguintes classes, as quais sao adequadas pa-
ra o escopo deste livro:

. Sinais continuos e discretos no tempo
. Sinais analégicos e digitais

1
2
3.
4
5

Sinais periddicos e ndo periddicos

. Sinais de energia e poténcia

. Sinais deterministicos e probabilisticos

1.3-1 Sinais Continuos e Discretos no Tempo
Um sinal que € especificado para valores continuos de tempo 7 (Fig. 1.10a) € um sinal continuo no tempo, e um
sinal especificado apenas para valores discretos de ¢ (Fig. 1.10b) é um sinal discreto no tempo. A saida de um te-
lefone ou camera de video € um sinal continuo no tempo, enquanto que o produto interno bruto trimestral, as
vendas mensais de uma corporacio e as médias didrias do mercado de agdo sdo sinais discretos no tempo.

x(1)

()

PIB Trimestral: O retorno da recessao

Em alteragdes percentuais; todas anuais ajustadas com as estagdes

Fonte: Commerce Department, news reports

12

Duas quedas consecutivas
| Retorno da recessiao

¥\\

r
N\ Duas quedas consecutivas

|durante a recessao de 1981-82
I I I I

1981  ’82 ’83 ’84 ’85 ’86 ’87 ’88 ’89 ’90 91 ’92 ’93 ’94

(b)

Figura 1.10 (a) Sinal continuo no tempo e (b) sinal discreto no tempo.



88

SINAIS E SISTEMAS LINEARES

1.3-2 Sinais Analogicos e Digitais

O conceito de tempo continuo € geralmente confundido com o conceito de analdgico. Os dois conceitos sdo
diferentes. O mesmo € valido para os conceitos de tempo discreto e digital. Um sinal cuja amplitude pode
assumir qualquer valor em uma faixa continua € um sinal continuo. Isto significa que a amplitude de um si-
nal analégico pode assumir infinitos valores. Um sinal digital, por outro lado, € aquele cuja amplitude pode
assumir apenas alguns nimeros finitos de valores. Sinais associados com um computador digital sdo digi-
tais porque eles podem assumir apenas dois valores (sinais bindrios). Um sinal digital cuja amplitude pode
assumir M valores € um sinal M-drio no qual o bindrio (M = 2) é um caso especial. Os termos continuo no
tempo e discreto no tempo qualificam a natureza do sinal ao longo do eixo de tempo (eixo horizontal). Os
termos analdgico e digital, por outro lado, qualificam a natureza da amplitude do sinal (eixo vertical). A Fig.
1.11 mostra exemplos de sinais de vdrios tipos. Fica claro que um sinal analégico ndo € necessariamente um
sinal continuo no tempo e que um sinal digital ndo € necessariamente um sinal discreto no tempo. A Fig.
1.11c mostra um exemplo de um sinal analégico discreto no tempo. Um sinal analégico pode ser converti-
do em um sinal digital [conversdo analdgico/digital (A/D)] através da quantizacio (arredondamento), como
serd explicado na Seg¢do 8.3.

1.3-3 Sinais Periodicos e Nao Periodicos

Um sinal x(¢) € dito periddico se para alguma constante positiva 7,

x(t) =x(t+ Tp) para todo ¢ (1.17)

O menor valor de T, que satisfaz a condicao de periodicidade da Eq. (1.17) € o periodo fundamental de x(t). Os si-
nais das Figs. 1.2b e 1.3e sdo sinais periddicos com periodos 2 e 1, respectivamente. Um sinal € ndo periddico se
ele ndo possuir um periodo. Os sinais das Figs. 1.2a, 1.3a, 1.3b, 1.3c e 1.3d sdo todos ndo periddicos.

Pela definicdo, um sinal periddico x(¢) permanece ndo alterado quando deslocado no tempo por um periodo.
Por esta razdo, um sinal periddico deve comegar em r = —o0: se ele comecar em algum instante de tempo fini-
to, digamos ¢t = 0, o sinal deslocado no tempo x(t 4+ T,,) comecaria em t = T, e x(t 4+ T,,)) ndo seria 0 mesmo que
x(). Portanto, um sinal periodico, por defini¢do, deve comecar em t = —00 e continuar para sempre, COnmo mos-
trado na Fig. 1.12.

x(1) x(1)

= UlL |

(@) (b)

xX(0) psat x(0)

il || e

(c) (@

Figura 1.11 Exemplos de sinais: (a) analdgico, continuo no tempo, (b) digital, continuo no tempo, (c) anald-
gico, discreto no tempo e (d) digital, discreto no tempo.
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Figura 1.12 Um sinal periédico com periodo T,

Outra propriedade importante de um sinal periédico x(7) € que x(7) pode ser gerado pela extensdo periddica de
qualquer segmento de x(f) com duragdo 7}, (o periodo). Como resultado, podemos gerar x(f) de qualquer segmen-
to de x() contendo a duragdo de um perfodo colocando a reproducio ao final do segmento e continuando desta for-
ma indefinidamente dos dois lados do segmento. A Fig. 1.13 mostra um sinal periédico x(f) com periodo 7, = 6.
A porcio sombreada da Fig. 1.13a mostra um segmento de x(7) comecando em ¢ = —1 e tendo a durac¢do de um pe-
riodo (6 segundos). Esse segmento, quando repetido indefinidamente nas duas direcdes resulta no sinal periédico
x(1). A Fig. 1.13b mostra outro segmento sombreado de x(¢) com duragdo 7, comecando em r = 0. Novamente ve-
mos que este segmento, quando repetido indefinidamente nos dois sentidos, resulta em x(¢). O leitor pode verifi-
car que esta construgdo € possivel com qualquer segmento de x(f) comecando em qualquer instante de tempo, des-
de que a duragdo do segmento seja de um periodo.

Uma propriedade titil adicional de um sinal periddico x(f) com periodo T, € que a drea abaixo de x(f) em qual-
quer intervalo de duragdo 7, € sempre a mesma. Ou seja, para quaisquer nimeros reais a e b

a+Ty b+Ty
/ x(t)dt =/ x(t)dt (1.18)
a b

Esse resultado vem do fato de que um sinal periddico assume os mesmos valores em intervalos de T,. Logo,
os valores em qualquer segmento de duragdo 7|, sdo repetidos em qualquer outro intervalo de mesma durag@o.
Por conveniéncia, a drea abaixo de x(f) em qualquer intervalo de duragdo T}, serd representada por

/T x(t)dt

E til identificar sinais que comecam em ¢ = —oo e continuam para sempre como sinais de duragdo infinita.
Portanto, um sinal de duracio infinita existe em todo o intervalo —oo < 7 < co. Os sinais das Figs. 1.1b e 1.2b
sdo exemplos de sinais de duracio infinita. Claramente, um sinal periédico, por defini¢do, € um sinal de dura-
¢do infinita.

(b)

Figura 1.13 Geragédo de um sinal periddico através da extensdo periddica de seu segmento com um periodo
de duragio.
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Um sinal que ndo comecar antes de = 0 € um sinal causal. Em outras palavras, x(f) € um sinal causal se

x(t)=0 t<0 (1.19)

Os sinais da Fig. 1.3a-1.3c sdo sinais causais. Um sinal que comecar antes de t = 0 é um sinal ndo-causal.
Todos os sinais da Fig. 1.1 e 1.2 sdo ndo-causais. Observe que um sinal de duracdo infinita € sempre nio causal,
mas um sinal ndo causal ndo € necessariamente de duracdo infinita. O sinal de duracdo infinita da Fig. 1.2b € ndo
causal, entretanto, o sinal ndo causal da Fig. 1.2a ndo € de duracdo infinita. Um sinal que € zero para todo >0
€ chamado de sinal anti-causal.

Comentarios. Um sinal de duracdo infinita verdadeiro ndo pode ser gerado na prdtica por razdes obvias. Por
que devemos, entdo, nos preocupar em estudar tal sinal? Nos ultimos capitulos veremos que certos sinais (por
exemplo, um impulso e uma sendide de duragio infinita) que ndo podem ser gerados na pratica realmente sdo
muito Uteis no estudo de sinais e sistemas.

1.3-4 Sinais de Energia e Poténcia

Um sinal com energia finita € um sinal de energia e um sinal com poténcia nao nula finita € um sinal de potén-
cia. Os sinais das Figs. 1.2a e 1.2b sdo exemplos de sinais de energia e poténcia, respectivamente. Observe que
a poténcia € a média temporal da energia. Como a média € calculada em um intervalo infinitamente grande, um
sinal com energia finita possui poténcia nula e um sinal com poténcia finita possui energia infinita. Portanto, um
sinal ndo pode ser tanto de energia quanto de poténcia. Se ele for de um tipo, ele ndo pode ser do outro. Por ou-
tro lado, existem sinais que ndo sdo nem de energia nem de poténcia. O sinal em rampa € um desses casos.

Comentarios. Todos os sinais praticos possuem energia finita e, portanto, sao sinais de energia. Um sinal de
poténcia deve necessariamente ter duragdo infinita, caso contrario sua poténcia, a qual € sua energia média em
um intervalo de tempo infinitamente grande, ndo atingird um limite (ndo nulo). Claramente, ¢ impossivel gerar
um sinal puramente de poténcia na pratica, pois tal sinal teria durag@o infinita e uma energia infinita.

Além disso, devido 2 repeticio periédica, sinais periédicos, nos quais a drea sob |x(r)|” em um perfodo & fini-
ta, sdo sinais de poténcia. Entretanto, nem todos os sinais de poténcia sdo periddicos.

EXERCICIO E1.6

Mostre que a exponencial de duracio infinita ¢ nfio é nem um sinal de energia nem de poténcia para qualquer valor
real de a. Entretanto, se a for imagindrio, ela € um sinal de poténcia por poténcia P, = 1, independente do valor de a.

1.3-5 Sinais Deterministicos e Aleatorios

Um sinal cuja descrigdo fisica € completamente conhecida, seja na forma matemadtica ou na forma grafica ¢ um
sinal deterministico. Um sinal cujos valores ndo podem ser preditos precisamente, mas sdo conhecidos apenas
em termos de uma descricdo probabilistica, tal como o valor médio ou valor médio quadrdtico, sdo sinais alea-
torios. Neste livro, trabalharemos exclusivamente com sinais deterministicos. Os sinais aleatérios estdo além do
escopo deste estudo.

1.4 ALGUNS MODELOS UTEIS DE SINAIS

Na drea de sinais e sistemas, as func¢des degrau, impulso e exponencial possuem um papel muito importante.
Elas ndo apenas servem como a base para a representacao de outros sinais, mas também podem ser utilizadas
para simplificar vérios aspectos de sinais e sistemas.

1.4-1 Funcao Degrau Unitario u(¢)

Em vidrias de nossas discussdes, os sinais comegam em ¢ = 0 (sinais causais). Tais sinais podem ser convenien-
temente descritos em termos da fun¢@o degrau unitdrio u(f), mostrada na Fig. 1.14a. Esta funcio € definida por

=11 =0 120
Y0 <o (1.20)
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1 u(r) 1

e Mu(t)

(a) (b)

Figura 1.14 (a) Funcdo degrau unitdrio u(f). (b) Exponencial e “u(t).

Se quisermos um sinal que comece em ¢ = 0 (de tal forma que ele possua valor nulo para < 0), precisamos
apenas multiplicar o sinal por u(?). Por exemplo, o sinal ¢ “ representa uma exponencial com duragio infinita
que comega em ¢ = —o0. A forma causal desta exponencial (Fig. 1.14b) pode ser descrita como e “u(%).

A funcdo degrau unitdrio também € muito ttil para especificar uma fun¢ado com diferentes descrigdes ma-
temadticas em diferentes intervalos. Exemplos de tais fungdes sdo mostradas na Fig. 1.7. Essas fun¢des pos-
suem diferentes descri¢des matemdticas em diferentes segmentos de tempo, como visto nas Eqgs. (1.14),
(1.15a) e (1.15b). Tais descricdes geralmente s@o trabalhosas e inconvenientes de serem matematicamente
trabalhadas. Podemos utilizar a fun¢@o degrau unitdrio para descrever tais fun¢des por uma tinica expressio
vélida para todo ¢.

Considere, por exemplo, o pulso retangular mostrado na Fig. 1.15a. Podemos descrever este pulso em termos
de fungdes degrau observando que o pulso x(#) pode ser descrito como a soma de dois degraus unitdrios atrasa-
dos, como mostrado na Fig. 1.15b. A funcdo degrau unitdrio u(¢) atrasada em 7 segundos € u(t — 7). A partir da
Fig. 1.15b, € f4cil ver que

x(@)=u(lt—2)—u(t—4)

1.4-2 A Funcao Impulso Unitario & (¢)

A funcdo impulso unitério §(f) € uma das mais importantes fungdes no estudo de sinais e sistemas. Esta funcao
foi inicialmente definida por P. A. M. Dirac por

5()=0 t#£0
/w s(t)dt =1 (1.21)

o0

(a) (b)

Figura 1.15 Representagdo de um pulso retangular através de fungdes degrau unitario.
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Descreva o sinal da Fig. 1.16a.

0 2 t—=
(b)
f
5 \20 -3 N
1
|O 2 3 0 2 3 r——
(©)

Figura 1.16 Representagio de um sinal definido intervalo por intervalo.

plicagdo da rampa 7 pelo pulso u(r) — u(t — 2), como mostrado na Fig. 1.16b. Logo

xi(t) = tlu(t) —u(t —2)]

— 2) — u(t — 3). Portanto,

x(1) = =20t = 3)[ut —2) —u(t —3)]

x() =x1(1) + x2(r)
=t{u(@) —u(@t—2)1—2¢ —3)[u(t —2) —u( —3)]
=tu(t) = 3(t = 2u(t —2) +2(t — 3u(t — 3)

O sinal ilustrado na Fig. 1.16a pode ser convenientemente trabalhado separando-o em duas componentes
x,(f) e x,(t), mostradas na Fig. 1.16b e 1.16c, respectivamente. Desta forma x,(f) pode ser obtido pela multi-

O sinal x,(¢) pode ser obtido pela multiplicagdo de outra rampa pelo pulso ilustrado na Fig. 1.16¢c. Esta
rampa possui inclinacdo —2, logo ela pode ser descrita por —2¢ 4 ¢. Agora, como a rampa possui valor ze-
ro para t = 3, entdo ¢ = 6 e a rampa pode ser descrita por —2(t — 3). Além disso, o pulso da Fig. 1.16c € u(t
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Descreva o sinal da Fig. 1.7a através de uma unica expressido vélida para todo z.

Considerando o intervalo de —1,5 a 0, o sinal pode ser descrito pela constante 2 e para o intervalo de 0 a 3,
ele pode ser descrito por 27", Logo,
x(t) = 2[u(t +1,5) — u()] + 2¢7"*[u(t) — u(r —3)]
x1(t) ()

=2u(t+1,5) —2(1 — e "Pu(t) — 2¢7"u(t — 3)

Compare esta expressdo com a expressao para a mesma funcdo encontrada na Eq. (1.14).

EXERCICIO E1.7

Mostre que os sinais apresentados na Fig. 1.17a e 1.17b podem ser descritos como u(—t) e e “‘u(—t), respecti-
vamente.

u(—1) e~ u(—r)

t—= 0 t—= 0

(@ (b)
Figura 1.17

EXERCICIO E1.8

Mostre que o sinal da Fig. 1.18 pode ser descrito por

x(t) = —Du@—1)— (¢ —=2u —2) —u —4)

Figura 1.18

Podemos visualizar um impulso como um pulso retangular alto e estreito com drea unitdria, como ilustrado
na Fig. 1.19b. A largura deste pulso retangular € um valor muito pequeno €e— 0. Conseqiientemente, sua altura
¢ um valor muito grande 1/e — oo. O impulso unitdrio pode, portanto, ser imaginado como um pulso retangu-
lar com largura infinitamente pequena e altura infinitamente grande e com uma drea total que € mantida igual a
um. Portanto, § (f) = 0 em todo tempo menos para ¢ = 0, onde ele € indefinido. Por esta razdo, um impulso uni-
tdrio € representado pela seta da Fig. 1.9a.
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o(1)

m|—=

e—0

lo

 — —  —

o|m
o|m

(a) (b)

Figura 1.19 Um impulso unitdrio e sua aproximagao.

Outros pulsos, tais como o exponencial, triangular ou Gaussiano também podem ser utilizados como uma
aproximacao do impulso. A caracteristica importante da fungdo impulso unitdrio ndo € sua forma, mas o fato de
que sua duragdo efetiva (largura do pulso) tende para zero enquanto que a sua drea permanece unitdria. Por
exemplo, o pulso exponencial o~ “u(f) da Fig. 1.20a se torna alto e estreito quando o aumenta. No limite de o
— 00 a altura do pulso — oo e sua largura ou duragdo — 0. Ainda assim, a darea debaixo do pulso € unitdria, in-
dependente do valor assumido para 0., pois

/ ae dt =1 (1.22)
0

Os pulsos da Fig. 1.20b e 1.20c possuem um comportamento similar. Obviamente, a fungdo impulso exata
ndo pode ser gerada na prética, ela pode apenas ser aproximada.

A partir da Eq. (1.21), temos que k8(#) = 0 para todo ¢ # 0 e sua drea € k. Portanto, k4(¢) € uma fun¢@o impul-
S0 cuja drea € k (ao contrdrio da funcdo impulso unitario, cuja drea € 1).

MULTIPLICACAO DE UMA FUNCAO POR UM IMPULSO

Vamos considerar o que acontece quando multiplicamos o impulso unitdrio §(7) por uma fungéo ¢(7) que sabe-
mos ser continua para t = (0. Como o impulso possui valor ndo nulo apenas para t = 0, e o valor ¢(¢) parar = 0
é ¢(0), obtemos

¢ )8(t) = $(0)8(r) (1.23a)

Portanto, a multiplicagdo de uma fun¢@o continua no tempo ¢(#) pelo impulso unitdrio localizado em ¢t = 0
resulta em um impulso, o qual € localizado em 7 = 0 e possui forca ¢(0) [o valor de ¢(¢) na localizagio do im-
pulso]. O uso do mesmo argumento resulta na generalizagdo deste resultado, afirmando que dada ¢(7) continua
em t = T, ¢(¢) multiplicado por um impulso §(+ — 7) (impulso localizado em ¢ = T) resulta em um impulso lo-
calizado em ¢t = T e com forca ¢(T) [o valor de ¢(¢) na localizacio do impulso].

¢)o(t —T)=¢(T)é(t = T) (1.23b)

PROPRIEDADE DE AMOSTRAGEM DA FUNCAO DEGRAU UNITARIO
A partir da Eq. (1.23a), temos que

/‘Oo ¢ (1)8(1) dt = $(0) /Oo 8(r)dt
= ¢(0)

desde que ¢(7) seja continua para ¢ = (. Este resultado significa que a drea sob o produto de uma fungdo com o
impulso 8(t) € igual ao valor da funcdo no instante no qual o impulso é localizado. Esta propriedade é muito im-
portante e til, sendo conhecida como propriedade de amostragem do impulso unitério.

Utilizando a Eq. (1.23b), temos que

(1.24a)

/ S8 — TYdi = ¢(T) (1.24b)
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Figura 1.20 Outras possiveis aproximagdes do impulso unitario.

A Eq. (1.24b) € outra forma da propriedade de amostragem. No caso da Eq. (1.24b), o impulso §(r — T) esta
localizado em ¢ = T. Portanto, a area sob ¢(£)d(t — T) € ¢(T), o valor de ¢() no instante no qual o impulso estd
localizado (para r = T). Na obtencéo dessa equacdo, consideramos que a fungéo € continua no instante de loca-
lizagdo do impulso.

IMpULSO UNITARIO COMO FUNGCAO GENERALIZADA

A definicio da funcdo impulso unitdrio dada pela Eq. (1.21) ndo € matematicamente rigorosa, a qual resulta em sé-
rias dificuldades. Inicialmente, a fun¢io impulso nao define uma tnica fun¢@o: por exemplo, pode ser mostrado que
8(r) + () também satisfaz a Eq. (1.21).1 Além disso, §(f) ndo € nem mesmo uma funcdo verdadeira no sentido or-
dindrio. Uma fungio ordindria € especificada por seus valores para todo o tempo . A funcdo impulso € zero em to-
do tempo exceto t = 0 e, mesmo na Unica parte interessante de sua faixa, ela € indefinida. Estas dificuldades sdo re-
solvidas pela defini¢do do impulso como uma fun¢@o generalizada no lugar de uma funcdo ordindria. Uma fun¢do
generalizada € definida por seu efeito em outras fungdes em vez de seus valores em todo instante de tempo.

Nessa abordagem, a fun¢@o impulso € definida pela propriedade da amostragem [Eqs. (1.24)]. Desta forma
nao dizemos nada sobre o que € a funcio impulso ou como ela se parece. Em vez disso, a fun¢ido impulso € de-
finida em termos de seu efeito em uma fung@o de teste ¢(7). Definimos o impulso unitdrio como uma fungio na
qual a drea sob o seu produto com a funcdo ¢(r) € igual ao valor da funcio ¢(¢) no instante no qual o impulso es-
t4 localizado. Assume-se que ¢(f) € continua na localizagdo do impulso. Portanto, tanto a Eq. (1.24a) quanto a
Eq. (1.24b) servem como defini¢do da funcao impulso nesta abordagem. Lembre-se de que a propriedade de
amostragem [Egs. (1.24)] € conseqiiéncia da definicdo cldssica (Dirac) do impulso da Eq. (1.21). Em contraste,
a propriedade de amostragem [eqs.(1.24)] define a funcdo impulso na abordagem de funcdo generalizada.

Agora, apresentaremos uma aplicaco interessante da defini¢ao de funcio generalizada de um impulso. Co-
mo a fun¢@o degrau unitdrio u(f) € descontinua para t = 0, sua derivada du/dt ndo existe para t = 0 no sentido or-
dindrio. Mostraremos, agora, que sua derivada existe no sentido generalizado e vale, de fato, 4(r). Como prova,
vamos calcular a integral de (du/dt)¢(t), usando integragdo por partes

Ood o0 o0 .
/ d—“¢<t>dt=u(z)¢(r)‘ - / w(OB () di
o dt o o
(1.25)

= $(00) —0—/0 (1) di

= ¢(00) —p (7"
=¢(0)

Esse resultado mostra que du/dt satisfaz a propriedade de amostragem de (). Portanto, ele ¢ um impulso §(¢)
no sentido generalizado, ou seja,

(1.26)

du
— =6§(t 1.27
’r ) (1.27)
Conseqiientemente,
1
/ S(t)dt = u(t) (1.28)
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Esses resultados também podem ser obtidos graficamente a partir da Fig. 1.19b. Observe que a drea de
—o00 at sob o limite imposto por §(7) da Fig. 1.19b € zero se t < —e/2 e unitario se = €/2 com € — 0. Conse-

qiientemente,
N 0 <0
S(t)dt = {
/m I t=20 (1.29)

=u(t)

Esse resultado mostra que a func¢do degrau unitério pode ser obtida integrando a fun¢do impulso unitdrio. Si-
milarmente, a funcdo rampa unitaria x(f) = tu() pode ser obtida integrando a fun¢@o degrau unitario. Podemos
continuar com a fung¢@o pardbola unitdria 1*/2, obtida pela integracdo da rampa unitdria e assim por diante. Por
outro lado, temos as derivadas da fun¢ao impulso, que podem ser definidas como fungdes generalizadas (veja o
Problema 1.4-9). Todas essas funcdes, derivadas da fun¢do impulso unitdrio (sucessivas diferenciais e integrais)
sdo chamadas de fungoes de singularidade.f

EXERCICIO E1.9

Mostre que

@) (2 +3)8(t) = 38(1)
(b) [sen (t2 _ %)] 8(t) = —8(1)

() e78(1) =8(1)

o +1 1

EXERCICIO E1.10

Mostre que

(a) /Dc St)e ' dt =1

(b) /Oc 8(t —2)cos <%t) dt

(©) / e P82 — 1) dt = e

0

1.4-3 Funcio Exponencial e”

Outra importante fungdo na drea de sinais e sistemas € o sinal exponencial e, onde s €, geralmente, um nimero
complexo, dado por

s=0+jo
Logo,

S = Ot _ Lot jor e‘”(cos ot + j sen wt) (1.30a)

' Fungoes de singularidade foram definidas pelo Prof. S. J. Mason como mostrado a seguir: Uma singularidade € um ponto no qual uma
fungdo ndo possui derivada. Cada uma das fun¢des de singularidade (se ndo for a prépria funcao, entdo a funcao diferenciada um nu-
mero finito de vezes) possui um ponto singular na origem, sendo nula em todas as demais posigoes.”
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Como s* = o — jow (o conjugado de s), entdo

s*t o—j

e =¢ ot ,—jot

C=¢ = M(COS wt — j sen a)t) (1.30b)

e’ cos wt = %(e” +e') (1.30¢)

Comparando esta equacio com a Férmula de Euler vemos que ¢” é a generalizagdo da funcio e’e’, na qual a
varidvel de freqiiéncia jw € generalizada para a varidvel complexa s = o + jow. Por esta razdo, iremos chamar a
varidvel s de fregiiéncia complexa. A partir das Egs. (1.30), temos que a funcio ¢” engloba uma grande classe de
funcdes. As seguintes fungdes sdo um caso especial ou podem ser descritas em termos de ¢

1. Uma constante k = ke” (s = 0)

2. Uma exponencial monotonica e” (o =0, s = o)

3. Uma sendide cos wt (0 =0, s = +jw)

4. Uma sendide variando exponencialmente ¢”cos wt (s = o & jo)

Essas funcdes estdo mostradas na Fig. 1.21.

A freqiiéncia complexa s pode ser representada convenientemente em uma plano de fregiiéncia complexa (pla-
no s), como mostrado na Fig. 1.22. O eixo horizontal € o eixo real (eixo o) e o eixo vertical € o eixo imagindrio
(eixo jw). O valor absoluto da parte imagindria de s € || (a freqiiéncia angular), a qual indica a freqiiéncia de os-
cilagio de ¢". A parte real o (freqiiéncia neperiana) possui informago sobre a taxa de crescimento ou decresci-
mento (decaimento) da amplitude de ¢". Para sinais cuja freqiiéncia complexa estd no eixo real (eixo o, no qual w
= 0), a freqiiéncia de oscilacdo € zero. Conseqlientemente, esses sinais sdo exponenciais monotonicamente cres-
centes ou decrescentes (Fig. 1.21a). Para sinais cuja freqiiéncia estd no eixo imaginrio (eixo jw, com o = 0), &”
= 1. Portanto, esses sinais sdo sendides convencionais com amplitude constantes (Fig. 1.21b). O caso s =0 (0w =
o = 0) corresponde a um sinal constante (CC) pois ¢” = 1. Para os sinais ilustrados na Fig. 1.21c e 1.21d, tanto
quanto  sdo ndo nulos, e a freqiiéncia s € complexa e ndo estd sobre nenhum eixo. O sinal da Fig. 1.21c decai ex-
ponencialmente. Portanto, o € negativo e s estd a esquerda do eixo imagindrio. Em contrapartida, o sinal da Fig.
1.21d cresce exponencialmente, logo o € positivo e s estd no lado direito do eixo imagindrio. Portanto, o plano s
(Fig. 1.22) pode ser separado em duas partes: o semi-plano esquerdo (SPE), correspondendo a sinais exponen-
cialmente decrescentes, e o semi-plano direito (SPD), correspondendo a sinais exponencialmente crescentes. O
eixo imagindrio divide as duas regides e corresponde a sinais de amplitude constante.

t —
(a) (b)
o< 0
I t —
/ \ AN

(©) (d)

Figura 1.21 Sendides de freqiiéncia complexa s = o + jow.
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Semi-plano esquerdo

Sinais exponencialmente decrescentes

Figura 1.22 Plano da freqiiéncia complexa.

L. . 2 . . ~
Uma sendide exponencialmente crescente e” cos 5¢, por exemplo, pode ser descrita como uma combina¢ao
. s QA4S 25 n . . . s
linear das exponenciais e ee com freqiiéncias complexas 2 + j5 e 2 — j5, respectivamente, as quais
~ e . —2i . . ~ .
estiio no SPD. A sendide exponencialmente decrescente e ' cos 5¢ pode ser descrita pela combinagio linear das
o —2+)5 -2-j5 s . . . . . ~
exponenciais e © " e ¢? 7" com freqiiéncias complexas —2 + j5 e —2 — j5, respectivamente, as quais estio
no SPE. A senéide com amplitude constante cos 5¢ pode ser expressa como a combinagio linear das exponen-
[ j5: —Jj5i A e . . ~ . . .
ciais e™ e e ' com freqiiéncias complexas 45, as quais estio sobre o eixo imaginario. Observe que exponen-
s A +2; < ~ 2 . PN
ciais monotonicas e~ também sdo sendides generalizadas com freqiiéncias complexas #-2.

1.5 FUNCOES PARES E IMPARES

Uma fungdo real x,(¢) € dita ser uma fung¢do par de t se’

X (1) = x.(—1) (1.31)

e uma funcdo real x,(¢) € dita ser uma fungdo impar de t se

Xo(t) = —x,(—1) (1.32)

Uma fungéo par possui 0 mesmo valor para os instantes ¢ e —¢ para todos os valores de . Claramente, x,(¢) €
simétrico com relagdo ao eixo vertical, como mostrado na Fig. 1.23a. Por outro lado, o valor de uma funcao im-
par no instante 7 € o negativo de seu valor no instante —¢. Portanto, x,(7) € anti-simétrico com relagdo ao eixo ver-
tical, como ilustrado na Fig. 1.23b.

1.5-1 Algumas Propriedades de Fungoes Pares e impares
As funcdes pares e impares possuem as seguintes propriedades:
fungdo par x fungdo impar = funcdo impar
fungdo impar x fungdo impar = funco par

funcdo par X fungio par = fungio par

"Um sinal complexo x(7) é dito ser conjugado simétrico se x(r) = x*(~f). Um sinal conjugado simétrico real é um sinal par. Um sinal é
conjugado anti-simétrico se x(t) = —x*(—t). Um sinal conjugado anti-simétrico real € um sinal fmpar.
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(b)
Figura 1.23 Funcdes de #: (a) fungdo par e (b) func¢do impar.

As provas sdo triviais e seguem diretamente da defini¢ao de fungdes impares e pares [Eqs. (1.31) e (1.32)].

AREA
Como x,(t) é simétrica com relagdo ao eixo vertical, a partir da Fig. 1.23a, temos

/a x.(t)dt = 2/,, x. (1) dt (1.33a)
B 0

—a

Também € claro a partir da Fig. 1.23b que

/ x,(t)dt =0 (1.33b)

a

Esses resultados s@o vélidos se considerarmos que ndo existe um impulso (ou suas derivadas) na origem. A
prova destas afirmativas € bvia a partir dos graficos das func¢des par e impar. A prova formal, deixada como um
exercicio para o leitor, pode ser obtida usando as defini¢des das Eqgs. (1.31) e (1.32).

Em funcio de suas propriedades, o estudo de fungdes impares e pares se mostra ttil em diversas aplicagoes,
como serd evidente nos capitulos seguintes.

1.5-2 Componentes Pares e Impares de um Sinal
Todo sinal x(7) pode ser descrito como a soma de componentes pares e impares pois

x(1) = 3[x () + x(—=0)]+ 3 [x (@) — x(=1)] (1.34)

par fmpar

A partir das defini¢des das Egs. (1.31) e (1.32), podemos ver claramente que a primeira componente do lado
direito € uma funcio par, enquanto que a segunda componente € impar. Isso € evidente pois a substituicao de ¢
por —¢ na primeira componente resulta na mesma fun¢io. O mesmo artificio na segunda componente resulta no
negativo da componente.

Considere a fungdo

x(t) =e u(t)

Escrevendo essa fungdo como a soma de componentes pares e impares x,(f) e x,(t), obtemos

x(1) = x.(t) + x,(1)
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onde [a partir da Eq. (1.34)]
x.(t) = %[e*‘”u(t) + e“u(—1)] (1.35a)

xo([) = %[e“”u(t) - eatu(_t)] (135b)

A fungdo e “u(t) e suas componentes pares e impares sdo mostradas na Fig. 1.24

x(1)

\
0 >

a)

1
(
1] x®
2
!‘y&
0

(b)

x,(1)

] 1

&

0 L
L

m

(©)

=

Figura 1.24 Determinagio das componentes pares e impares de um sinal.

Determine as componentes pares e impares de e’

A partir da Eq. (1.34)
e/ = x, (1) 4 x,(1)
onde

x(t) = 3[e/" + e~ =cos 1

x,(t) = i[e/" — e/ = jsen t
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1.6 SISTEMAS

Como mencionado na Secdo 1.1, sistemas sdo utilizados para processar sinais para permitir modificacdo ou ex-
tracdo de informagao adicional dos sinais. Um sistema pode ser constituido por componentes fisicos (implemen-
tagdo em hardware) ou pode ser um algoritmo que calcula o sinal de saida a partir de um sinal de entrada (im-
plementacdo em software).

Falando genericamente, um sistema fisico € constituido por componentes interconectados, os quais sao ca-
racterizados por sua relagdo terminal (entrada/saida). Além disso, o sistema € governado pelas leis de intercone-
xao0. Por exemplo, em sistemas elétricos, as relagdes terminais sio as relacdes tensao/corrente que conhecemos
para resistores, capacitores, indutores, transformadores, transistores e assim por diante, além das leis de interco-
nexao (por exemplo, leis de Kirchhoff). Usando estas leis, podemos determinar equagdes matemadticas relacio-
nando as saidas as entradas. Estas equagdes, entdo, representam o modelo matemdtico do sistema.

Um sistema pode ser convenientemente ilustrado por uma “caixa preta”, como um conjunto de terminais
acessiveis nos quais as varidveis de entrada x, (1), x,(),..., x,.(t) sdo aplicadas e outro conjunto de terminais aces-
siveis nos quais as varidveis de saida y,(?), y,(?),..., y(f) sdo observadas (Fig. 1.25).

O estudo de sistemas consiste em trés grandes dreas: modelagem matemadtica, andlise e projeto. Apesar de es-
tarmos trabalhando com modelagem matemadtica, nosso objetivo principal estd na andlise e projeto. A maior par-
te deste livro € dedicada ao problema de andlise — como determinar as saidas do sistema para dadas entradas,
dado o modelo matemadtico do sistema (ou regras que governam o sistema). Em uma propor¢do menor, também
iremos considerar o problema de projeto ou sintese — como construir um sistema que ird produzir um determi-
nado conjunto de saidas de dadas entradas.

DADOS NECESSARIOS PARA DETERMINAR A RESPOSTA DO SISTEMA
Para compreender quais dados sdo necessarios para calcular a resposta de um sistema, considere um circuito RC
simples com uma fonte de corrente x(f) como entrada (Fig. 1.26). A tensdo de saida y(f) € dada por

1 t
y(t) = Rx(t) + —/ x(t)dr (1.36a)
CJ o
Os limites de integragdo do lado direito sdo de —oo a ¢, pois essa integral representa a carga do capacitor de-
vido ao fluxo da corrente x(7) no capacitor e sua carga € o resultado da corrente fluindo no capacitor desse —oo.
Dessa forma, a Eq. (1.36a) pode ser escrita como

0

1
¥(t) = Rx(t) + E/

—00

x(r)dr—kl/ x(r)dt (1.36b)
C Jo

O termo médio do lado direito € v(0), a tensdo do capacitor para ¢ = 0. Portanto,

1 1
y(t) =vc(0) + Rx (1) + E/ x(r)dt t>0 (1.36¢)
0
xy (1) —— —— ()
x(1) —— —— »()
3 —— —— 50

Figura 1.25 Representagdo de um sistema.
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+
M
| + Y@
x(1) f Co v
Figura 1.26 Exemplo de um sistema elétrico simples.
Essa equacdo pode ser facilmente generalizada para
1 t
y(t) = vc(t) + Rx(1) + E/ x(nydr  t=1 (1.36d)
fo

A partir da Eq. (1.36a), a tensdo de saida y(7) no instante 7 pode ser calculada se soubermos a corrente de en-
trada fluindo no capacitor durante todo o seu passado (—oo a 7). Alternativamente, se soubermos a corrente de
entrada x(#) em algum momento #,, entdo ainda podemos calcular y() para ¢ > ¢, a partir do conhecimento da cor-
rente de entrada, desde que saibamos v .(t,), a tensdo inicial do capacitor (tensdo em t,). Portanto v .(#,) contém
toda informac@o relevante sobre todo o passado do circuito (—o0 a f,) que precisamos para calcular y(f) para ¢ >
t,. Dessa forma, a resposta do sistema para ¢ > f, pode ser determinada de sua entrada(s) durante o intervalo pa-
rat,ate de certas condigbes iniciais em t = t,.

No exemplo anterior, precisamos de apenas uma condi¢@o inicial. Entretanto, em sistemas mais complexos,
vérias condicdes iniciais podem ser necessarias. Sabemos, por exemplo, que em circuitos RLC passivos, os va-
lores iniciais de todas as correntes nos indutores e todas as tensdes nos capacitores’ sdo necessérias para deter-
minar a saida em qualquer instante ¢ > 0 se as entradas forem fornecidas no intervalo [0, ].

1.7 CLASSIFICACAO DE SISTEMAS

Os sistemas podem ser classificados genericamente nas seguintes categorias:
Sistemas lineares e néo lineares

Sistemas com parametros constantes ou com parametros variando no tempo
Sistemas instantdneos (sem memoria) ou dindmicos (com memoria)
Sistemas causais ou nao causais

Sistemas continuos ou discretos no tempo

Sistemas analégicos ou digitais

Sistemas inversiveis ou ndo inversiveis

® Nk w D =

Sistemas estdveis ou instaveis

Outras classificagdes, tais como sistemas deterministicos e probabilisticos, estdo além do escopo deste livro
e ndo serdo consideradas.

1.7-1 Sistemas Lineares e Nao Lineares

CONCEITO DE LINEARIDADE
Um sistema cuja safda seja proporcional a sua entrada € um exemplo de um sistema linear. Mas a linearidade impli-
ca em mais do que isto, ela também implica a propriedade aditiva. Ou seja, se vdrias entradas estdo atuando em um

¥ . . . . . . - . .
Falando estritamente, isso implica correntes de indutores independentes e tensdes de capacitores independentes.
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sistema, ento o efeito total no sistema devido a todas estas entradas pode ser determinado considerando uma entra-
da por vez e assumindo todas as outras entradas iguais a zero. O efeito total €, entdo, a soma de todas as componen-
tes de efeito. Esta propriedade pode ser descrita por: para um sistema linear, se uma entrada x, estd atuando sozinha
e possui efeito y,, e se outra entrada x, também atua sozinha e possui efeito y,, entdo, quando as duas entradas esti-
verem atuando no sistema, o efeito total serd y, + y,. Portanto, se

X1 —> W € X2 —=> W (1.37)
entdo, para todo x, € x,
Xp+xX—>y1+ ) (1.38)

Além disso, um sistema linear deve satisfazer a propriedade de homogeneidade ou escalamento, a qual afir-
ma que para uma nimero real ou imagindrio arbitrdrio k, se uma entrada aumentar k vezes, seu efeito também
aumentara k vezes. Portanto, se

X —>y
entdo para todo k real ou imagindrio
kx — ky (1.39)

Logo, a linearidade implica duas propriedades: homogeneidade (escalamento) e aditividade.” As duas pro-
priedades podem ser combinadas em uma unica propriedade (superposicdo), a qual € descrita como mostrado a
seguir. Se,

XL —> N1 ¢ Xo —>

entdo para todos os valores de constantes &, e k,,

kixy + koxy — ki + ko ys (1.40)

Essa equacdo € vdlida para todo x, € x,.
Pode parecer que a aditividade implica a homogeneidade. Infelizmente, a homogeneidade nem sempre € con-
seqiiéncia da aditividade. O Exercicio E1.11 demonstrara este caso.

EXERCICIO E1.11

Mostre que um sistema com entrada x(f) e saida y(¢) relacionadas por y(f) = Re{x(¢)} satisfaz a propriedade de
aditividade mas viola a propriedade de homogeneidade. Logo, tal sistema € ndo linear. [Dica: Mostre que a Eq.
(1.39) nio ¢€ satisfeita quando k € complexo.]

RESPOSTA DE UM SISTEMA LINEAR
Por questdes de simplicidade, iremos discutir apenas sistemas SISO (single-input, single-output*). Mas a dis-
cussdo pode ser facilmente estendida para sistemas MIMO (multiple-input, multiple-output™*).

A saida de um sistema para ¢t = 0 € o resultado de duas causas independentes: a condi¢do inicial do sistema
(ou o estado do sistema) para t = 0 e a entrada x(¢) para ¢ = 0. Se um sistema € linear, a saida deve ser a soma das
suas componentes resultantes destas duas causas: primeiro, a componente de reposta a entrada nula que resul-
ta somente das condig¢des iniciais para t = 0 com a entrada x(#) = O para t = 0 e, entdo, a componente de respos-
ta a estado nulo que resulta apenas da entrada x(f) para t = 0 quando as condicdes iniciais (para t = 0) sdo con-
sideradas iguais a zero. Quando todas as condig¢des iniciais apropriadas sdo nulas, o sistema € dito estar em es-
tado nulo. A saida do sistema € nula quando a entrada € nula somente se o sistema estiver no estado nulo.

"Um sistema linear também deve satisfazer a condigo adicional de suavidade, onde pequenas alteracdes nas entradas do sistema resul-
~ . 3
tam em pequenas alteragdes em suas saidas.
*N. de T.: Unica entrada, tnica saida. Apesar de haver uma tradugdo para o termo, encontra-se mais freqiientemente, na literatura, o ter-
mo em inglés, o qual serd adotado neste livro.
**N. de T.: Vdrias entradas, vérias saidas. Apesar de haver uma tradugdo para o termo, encontra-se mais freqiientemente, na literatura, o
termo em inglés, o qual serd adotado neste livro.
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Em resumo, a resposta de um sistema linear pode ser expressa como a soma das componentes de entrada nu-
la e estado nulo:

resposta total = resposta entrada nula + resposta estado nulo (1.41)

Essa propriedade de sistemas lineares, a qual permite a separacio de uma saida em componentes resultantes
das condicdes iniciais e da entrada, € chamada de propriedade de decomposicdo.
Para o circuito RC da Fig. 1.26, a resposta y(#) foi determinada como sendo [veja Eq. (1.36¢)]

y@) = vc(0) +Rx(l)+l/ x(t)dt
~—— C Jy

componente entrada nula

(1.42)

componente estado nulo

A partir da Eq. 1.42, fica claro que se a entrada x(#) = 0 para t >0, a saida serd y(f) = v(0). Logo v.(0) € a
componente de entrada nula da resposta y(#). Similarmente, se o estado do sistema (a tensio v, neste caso) for
zero para t = 0, a saida € dada pela segunda componente do lado direito da Eq. (1.42). Claramente, esta € a com-
ponente de estado nulo da resposta y(7).

Além da propriedade de decomposicio, a linearidade implica que tanto a componente de entrada nula quan-
to estado nulo devem obedecer o principio da superposicdo com relagio a cada uma das respectivas causas. Por
exemplo, se aumentarmos a condicio inicial k vezes, a componente de entrada nula deve aumentar também k ve-
zes. Similarmente, se aumentarmos a entrada k vezes, a componente de estado nulo deve aumentar também k ve-
zes. Esses fatos sdo facilmente verificados a partir da Eq. (1.42) para o circuito RC da Fig. 1.26. Por exemplo,
se dobrarmos a condigdo inicial v(0), a componente de entrada nula também dobra. Se dobrarmos a entrada
x(#), a componente de estado nulo também dobrara.

Mostre que o sistema descrito pela equacdo

dy _
g T =x0) (1.43)

¢ linear.”
Seja a resposta do sistema as entradas x,(7) e x,(t), y,(?) € y,(t), respectivamente. Entdo

D301 = 51 (0)
dt Y1 1

d
% + 330 = x,(1)

multiplicando a primeira equacao por k,, a segunda por k, € somando os resultados teremos

d
E[klyl(t) + koya ()] + 3[ki y1 () + ka2 (£)] = kyx,(2) + koxo(2)

"Equacdes tais como (1.43) e (1.44) sdo consideradas para representar sistemas lineares na definicio cldssica de linearidade. Alguns au-
tores consideram tais equacdes para representar sistemas incrementalmente lineares. De acordo com esta defini¢do, um sistema linear
possui apenas a componente de estado nulo. A componente de entrada nula € ausente. Logo, a resposta de um sistema incrementalmen-
te linear pode ser representada como a resposta de um sistema linear (linear nesta nova defini¢éio) mais a componente de entrada nula.
Preferimos a defini¢do cldssica a esta nova defini¢do. Isso € somente uma questdo de defini¢do e nao afeta o resultado final.



