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J "1 ANTES DO CALCULO
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O desenvolvimento do Cdlculo nos
séculos XVII e XVIII foi motivado
pela necessidade de entender
fenomenos fisicos como as marés,

Um dos temas mais importantes do Calculo € a analise das relaces entre quantidades fisicas
ou matematicas. Tais relacoes podem ser descritas em termos de graficos, férmulas, dados
numeéricos ou palavras. Neste capitulo, desenvolveremos o conceito de “fungéao”, que € a ideia

as fases da Lua, a natureza da luz basica subjacente a quase todas as relagdes matematicas e fisicas, nao importando como sao

e a gravidade. expressas. Estudaremos as propriedades de algumas das fun¢des mais basicas que ocorrem no
Calculo, incluindo as funcdes polinomiais, trigonométricas, trigonométricas inversas, exponenciais e
logaritmicas.

0.1 FUNCOES

Nesta secdo, definiremos e desenvolveremos o conceito de “fungdo”, que é o objeto
matemdtico bdsico utilizado por cientistas e matemdticos para descrever relagcées entre
quantidades varidveis. As fung¢oes desempenham um papel central no Cdlculo e em suas
aplicagoes.

B DEFINICAO DE UMA FUNCAO

Muitas leis cientificas e muitos principios de Engenharia descrevem como uma quantida-
de depende de outra. Em 1673, essa ideia foi formalizada por Leibniz, que cunhou o termo
Jfungdo para indicar a dependéncia de uma quantidade em relacdo a uma outra, conforme a
defini¢do a seguir.

0.1.1 DEFINICAO Se uma varidvel y depende de uma varidvel x de tal modo que cada
valor de x determina exatamente um valor de y, entdo dizemos que y é uma fungdo de x.

Quatro maneiras usuais de representar fungdes sdo:
e Numericamente com tabelas ¢ Geometricamente com graficos

e Algebricamente com férmulas e Verbalmente
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Tabela 0.1.1
VELOCIDADES DE QUALIFICACAO
NAS 500 MILHAS DE INDIANAPOLIS

O método de representa¢do muitas vezes depende de como surgiu a funcio. Por exemplo:

e A Tabela 0.1.1 mostra a velocidade de qualificag¢@o S para a pole na corrida de 500 mi-

or ILCTTHANTES lhas de Indiandpolis como uma fung¢io do ano ¢. Hd exatamente um valor de S para cada
(milhas/hora) valor de 7.
1994 228,011 . ‘ . . . . . p
e A Figura 0.1.1 € um registro grafico de um terremoto feito por um sismégrafo. O gra-
1995 231,604 fico descreve a deflexdo D da agulha do sismégrafo como uma fungdo do tempo 7 de-
1996 233,100 corrido desde o instante em que o abalo deixou o epicentro do terremoto. Ha exatamen-
1997 218,263 te um valor de D para cada valor de T.
1998 223,503
1999 225,179 e Algumas das mais conhecidas fun¢des surgem de férmulas; por exemplo, a férmula
2000 223,471 C = 2nr expressa o comprimento da circunferéncia C de um circulo como uma funcéo
2001 226,037 do raio r do circulo. H4 exatamente um valor de C para cada valor de r.
2002 231,342 e Algumas vezes, as fun¢des sao descritas em palavras. Por exemplo, a Lei da Gravita-
2003 231,725 ¢do Universal de Isaac Newton €, frequentemente, enunciada da seguinte forma: a for-
2004 222,024 ca gravitacional de atrac@o entre dois corpos no Universo € diretamente proporcional
2005 227,598 ao produto de suas massas e inversamente proporcional ao quadrado da distincia entre
2006 228,985 eles. Esta € a descri¢@o verbal da férmula:
2007 225,817
2008 226,366 F=gmm
2009 224,864 r
2010 227,970 a qual F € a forca de atrag@o, m; e m, s@o0 as massas, r € a distancia entre os corpos e G
2011 227,472 ¢ uma constante. Se as massas sdo constantes, entdo a descri¢do verbal define F' como
uma fungdo de r. Ha exatamente um valor de F' para cada valor de r.
D
Tempo do Chegadadas Chegada das
tremor de ondas P ondas S "
terra L 94 Ondas de superficie
11,8 minutos l
minutos
Tempo em minutos
‘ 10 20 30 40 50 60 70 80 T
Figura 0.1.1
Na metade do século XVIII, o matematico suico Leohnard Euler (pronuncia-se “oiler”)
f concebeu a ideia de denotar funcgdes pelas letras do alfabeto, tornando possivel, desse modo,
Pf"ifama trabalhar com funcdes sem apresentar formulas especificas, graficos ou tabelas. Para enten-
(s . . ~
— Computador | o der a ideia de Euler, pense numa func¢do como sendo um programa de computador que toma
firacax = e uma entrada x, opera com ela de alguma forma e produz exatamente uma saida y. O progra-
== ma de computador € um objeto por si s6, assim podemos dar-lhe um nome, digamos f. Dessa
. forma, a fungdo f (o programa de computador) associa uma tnica saida y a cada entrada x
Figura 0.1.2 (Figura 0.1.2). Isso sugere a defini¢io a seguir.
%g 00 o 0.1.2 DpEFINICAO Uma fungdo f ¢ uma regra que associa uma unica saida a cada
@ 175 -i°;. t. o entrada. Se a entrada for denotada por x, entdo a saida € denotada por f(x) (leia-se “f de
8 150 sy i.. e
125 .:;f’lt, '
g 100 N1 IR
& B DU . o .
S0F L ‘TT‘ T Nessa defini¢d@o, o termo unica significa “exatamente uma”. Assim, uma funcio nao
0 15 20 25 30 pode produzir duas saidas diferentes com a mesma entrada. Por exemplo, a Figura 0.1.3
Idade A (anos) mostra um grafico de dispers@o de pesos versus idade para uma amostra aleatéria de 100

Figura 0.1.3

estudantes universitdrios. Esse grafico de dispersdo ndo descreve o peso W como uma fun-
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¢ao da idade A, pois hd alguns valores de A com mais de um valor correspondente de W.
Isso € esperado, uma vez que duas pessoas com a mesma idade ndo t€m, necessariamente,
0 mesmo peso.

B VARIAVEIS INDEPENDENTES E DEPENDENTES
Para uma dada entrada x, a saida de uma fun¢@o f'¢ denominada valor de fem x, ou imagem de
x por f. Muitas vezes, denotamos a saida de uma fung¢do por uma letra, digamos y, e escrevemos

y=fx)

Essa equacdo expressa y como uma fungéo de x; a variavel x € denominada varidvel indepen-
dente (ou argumento) de f, e a variavel y € denominada varidvel dependente de f. Essa ter-
minologia tem o objetivo de sugerir que x estd livre para variar, mas, uma vez dado um valor
especifico para x, o valor correspondente de y estd determinado. Por enquanto, consideramos
apenas fungdes em que as varidveis independente e dependente sdo nimeros reais, caso em
que dizemos que f € uma funcdo real de uma varidvel real. Adiante consideraremos outros

tipos de fungoes.

Tabela 0.1.2 m

A Tabela 0.1.2 descreve uma relacéo funcional y = f(x) em que

AENEIE 0 =3
f(l):4 ’fassociay=4ax=1 ‘
f(2)=—1 ’fassociay:—laxzz‘
f(3):6 lfassociay=6ax=3 ‘ <

» Exemplo 2 A equagdo
y=3x>—4x+2

estd na forma y = f(x) em que a funcdo f'€ dada pela férmula

Leonhard Euler (1707-1783) Euler foi, provavelmente, o
9 mais prolifico de todos os matemadticos. Foi dito que “Eu-
B ler fazia matemética tdo facilmente quanto a maioria dos
homens respira”. Ele nasceu em Basiléia, Suica, e era filho
de um ministro protestante, o qual, por sua vez, j4 estudara
Matemadtica. O génio de Euler se desenvolveu cedo. Ele
frequentou a Universidade de Basiléia e, aos 16 anos, obteve si-
multaneamente os titulos de Bacharel em Artes e Mestre em Filo-
sofia. Enquanto estava em Basil€ia, teve a sorte de ser orientado
um dia por semana pelo notdvel matematico Johann Bernoulli. Sob
a pressao do pai, comecou a estudar Teologia. Contudo, o fascinio
pela Matemadtica era muito grande e, aos 18 anos, comecou a pes-
quisar. Nao obstante, a influéncia do pai era muito forte, e seus
estudos teoldgicos persistiram; assim, por toda a vida Euler foi
profundamente religioso e simples. Em periodos diferentes, lecio-
nou na Academia de Ciéncias de Sdo Petersburgo (Russia), na
Universidade de Basil€ia e na Academia de Ciéncias de Berlim. A
energia e a capacidade de trabalho de Euler eram praticamente ili-
mitadas. Seus trabalhos acumulados formam mais de 100 volumes
in-quarto (folha de papel dobrada duas vezes) e acredita-se que

f(x):3x2—4x+2

muito de seu trabalho tenha sido perdido. E particularmente espan-
toso que nos ultimos 17 anos de sua vida, quando mais produziu,
estava cego! A memoria impecdvel de Euler era fenomenal. Mais
cedo em sua vida, memorizou a Eneida de Virgilio e, com 70 anos,
era capaz de recitar a obra inteira. Além disso, podia dar a primeira
e a tltima sentenca de cada pagina do livro memorizado. Sua habi-
lidade em resolver problemas de cabeca era inacreditdvel. Ele so-
lucionava de cabeca grandes problemas do movimento lunar que
frustravam Isaac Newton e, em certa ocasido, fez um complicado
célculo de cabeca para encerrar uma discussdo entre dois estudan-
tes, cujos calculos diferiam na quinquagésima casa decimal.

A partir de Leibniz e Newton, os resultados em Matemati-
ca se desenvolveram rapida e desordenadamente. O génio de Euler
deu uma coeréncia a paisagem Matemaética. Ele foi o primeiro ma-
temadtico a trazer toda a forca do Célculo para resolver problemas
da Fisica. Fez contribui¢des importantes a praticamente todos os ra-
mos da Matemdtica, bem como a teoria da dptica, dos movimentos
planetérios, da eletricidade, do magnetismo e da mecanica geral.

[Imagem: http: | /commons.wikimedia.org/wiki/File:Leonhard_Euler_by_Handmann_.png|
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A Figura 0.1.4 mostra apenas partes
dos gréficos. Quando for o caso, e
a menos de indicagdo em contrario,
deve ser entendido que os graficos
exibidos neste texto se estendem
indefinidamente para além das mar-
gens da figura dada.

Como /x é imaginério para valores
negativos de x, ndo ha pontos no gra-
fico de y = \/x na regido em que
x < 0.

(x, f(x))
F@ I

Figura 0.1.5 A coordenada y de um
ponto no gréfico de y = f(x) € o valor
de f'na coordenada x correspondente.

Para cada entrada x, a saida correspondente y € obtida substituindo x nessa férmula. Por
exemplo,

£(0)=3(0)>—40)+2=2

’fassociay:Zax:O ‘

f(=1,1)=3(=1,7)2 — 4(—1,7) + 2 = 17,47
fNV2)=3(22-4V2+2=8-4/2

| Fassociay = 1747ax=—-17 |

’fassociay =8—4y2ax=2 ‘ |

B GRAFICOS DE FUNCOES

Se ffor uma funcgdo de uma variavel real a valores reais, entdo o grdfico de fno plano xy é de-
finido como sendo o grafico da equag@o y = f(x). Por exemplo, o grifico da funcio f(x)=xé o
grafico da equagdo y = x que aparece na Figura 0.1.4. Essa figura também mostra os gréaficos
de algumas outras funcdes bésicas, possivelmente conhecidos. No Apéndice A, vamos discutir
técnicas para a construc@o de graficos de funcdes usando computadores e calculadoras.

e L i
-8-6-4-2 0 2 4 6 8
Figura 0.1.4

Os gréficos podem fornecer informagdo visual importante sobre uma funcdo. Por exem-
plo, como o gréfico de uma funcio f no plano xy € o grafico da equagdo y = f(x), os pontos do
gréfico sao da forma (x, f(x)); ou seja, a coordenada y de um ponto do grdfico de f é o valor de
fna coordenada x correspondente (Figura 0.1.5). Os valores de x nos quais f(x) = 0 sdo as co-
ordenadas x dos pontos nos quais o grafico de fintersecta o eixo x (Figura 0.1.6). Esses valores
sdo denominados zeros de f, raizes de f(x) = 0 ou pontos de corte de y = f(x) com o eixo x.

B OTESTE DA RETA VERTICAL

Nem toda curva no plano xy € o grafico de uma fungio. Por exemplo, considere a curva na
Figura 0.1.7, que € cortada em dois pontos distintos («a, b) e (a, ¢) por uma reta vertical. Essa
curva ndo pode ser o grafico de y = f(x), qualquer que seja a funcéo f; sendo terfamos

fl@=0b e flay=c



y=f)

X >
X 0 Xy X3

Figura 0.1.6 ftem zeros em x, 0,

X2 € X3.

y

(a, c)

B

~ Je»n

a

Figura 0.1.7 Esta curva ndo pode

ser o grafico de uma funcgio.

Simbolos tais como +x e —x sao
enganosos, uma vez que é tentador
concluir ser +x positivo e —x nega-
tivo. Porém, isso néo precisa ser as-
sim, pois x pode ser positivo ou nega-
tivo. Por exemplo, se x for negativo,
digamos x = —3, entdo —x = 3 é po-
sitivo e +x = —3 é negativo.

Figura 0.1.8

ADVERTENCIA

Para denotar a raiz quadrada nega-
tiva, precisamos escrever —./x. Por
exemplo, a raiz quadrada positiva de
96./9 =3, enquanto a raiz quadra-
da negativa é —/9 = —3. (N&o co-
meta o erro de escrever «/§ = =z£3)))
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o que € impossivel, uma vez que f ndo pode atribuir dois valores diferentes para a. Assim,
ndo existe uma funcdo f cujo gréfico seja a curva dada. Isso ilustra o seguinte resultado geral,
denominado feste da reta vertical.

0.1.3 TESTE DA RETA VERTICAL Uma curva no plano xy é o grdfico de alguma func¢do
[ se, e somente se, nenhuma reta vertical intersecta a curva mais de uma vez.

» Exemplo 3 O gréfico da equacio
X +yP=25

€ um circulo de raio 5, centrado na origem; assim existem retas verticais que cortam o grafico
mais de uma vez (Figura 0.1.8) e essa equag@o nao define y como uma fun¢do de x. <«

B A FUNGAO VALOR ABSOLUTO
Lembre-se de que o valor absoluto ou a grandeza de um nimero real x € definido por

x’
x| =
—x,

O efeito de considerar o valor absoluto de um nimero € tirar o sinal menos, se o nimero for
negativo, ou deixd-lo como est4, se for ndo negativo. Assim,

x>0

x <0

51=5. [-3[=3 101=0

A seguir, um resumo de suas propriedades algébricas.

0.1.4 PROPRIEDADES DO VALOR ABSOLUTO Se a e b sdo niimeros reais, entdo
(@) |—al = l|al

(b) lab| = |a| |b]

(¢) la/bl=lal/Ibl,b#0
(d) la+b| < |a| + |b]

Um ndmero e seu negativo tém o mesmo valor absoluto.
O valor absoluto de um produto € igual ao produto dos valores absolutos.
O valor absoluto de uma razdo € a razio dos valores absolutos.

A desigualdade triangular.

O gréfico da funcdo f(x) = |x| pode ser obtido representando separadamente as duas
partes da equacdo

B x, x>0
y= —x, x<0

Combinando as duas partes, obtemos o grafico em forma de V da Figura 0.1.9.

Valores absolutos guardam relagdes importantes com raizes quadradas. Para ver
isso, lembre-se de que, pela Algebra, todo niimero real positivo x tem duas raizes quadra-
das, uma positiva e a outra negativa. Por defini¢do, o simbolo /x denota a raiz quadrada
positiva de x.

Ao simplificar as expressdes da forma V/x2, é necessario cuidado, pois nem sempre €
verdade que Vx? = x.Essa equacdo € correta se x for ndo negativo, porém € falsa se x for
negativo. Por exemplo, se x = —4, entdo

Vil =/(-42 =16 =4 #x
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DOMINIO DA TECNOLOGIA

Verifique (1) usando uma calculadora
gréfica para mostrar que as equagodes
y=~/)72 e y = |x| ttm o mesmo
gréfico.

Figura 0.1.9

Figura 0.1.10

OBSERVAGAO

© Brian Horisk/Alamy

O indice de sensagdo térmica mede
a sensagdo de resfriamento que sen-
timos com o efeito combinado de tem-
peratura e velocidade do vento.

Uma afirmagdo que € correta com todos os valores reais de x €

Vx? = x| (1)

B FUNCOES DEFINIDAS POR PARTES

A funcgdo valor absoluto f(x) = |x| € um exemplo de uma fung¢do definida por partes, no sen-
tido de que a férmula para f muda dependendo do valor de x.

» Exemplo 4 Esboce o grifico da fun¢do definida por partes pela férmula

0, x < -1
f)=3{v/1—x% —-1<x<I1
X, x>1
Solucdo A férmula para f muda nos pontos x = —1 e x = 1 (denominados pontos de

mudanga para a férmula). Um bom procedimento para elaborar os graficos de funcdes de-
finidas por partes € fazé-lo separadamente sobre os intervalos determinados pelos pontos de
mudanga e depois nos préprios pontos. Para a funcdo f deste exemplo, o grafico € o segmen-
to da reta horizontal y = 0 sobre o intervalo (—%, —1], o semicirculo y = /1 — x? sobre
o intervalo (—1, 1) e o segmento da reta y = x sobre o intervalo [1, 40). A férmula para f
especifica que a equagdo y = 0 se aplica ao ponto de mudanga —1 [assim, y =f(—1) =0] e
que a equag@o y = x se aplica ao ponto de mudanga 1 [assim, y = f(1) = 1]. O grafico de f
aparece na Figura 0.1.10. <«

Na Figura 0.1.10, no ponto de mudanga x = 1, a bola sdlida esta na reta, enquanto a bola vazia esta no semicir-
culo, enfatizando que o ponto esté na reta e nao no semicirculo. Nado ha ambiguidade no ponto x = —1, pois as
duas partes do gréfico juntam-se continuamente ai.

» Exemplo5 Aumentando a velocidade na qual o ar passa sobre a pele de uma pessoa, au-
menta também a taxa de evaporacdo da umidade da pele, produzindo uma sensacdo de resfria-
mento. (Por isso utilizamos ventiladores no verdo.) O indice de sensagdo térmica em um dado
instante (definido pelo Servigo Nacional de Meteorologia dos EUA) € a temperatura em graus
Fahrenheit a uma velocidade de vento de 4 milhas por hora que produziria a mesma sensacao
de resfriamento sobre a pele exposta que a combina¢do de temperatura do ar e velocidade do
vento no dado instante. Uma férmula empirica, isto €, baseada em dados experimentais, para
o indice de sensacdo térmica W a 32°F com uma velocidade do vento de v milhas por hora é

32, 0<v<3

55,628 —22,07v%16 3 <

Um grafico de W(v) gerado por computador € dado na Figura 0.1.11. <«

35
30 'Z\
25 N\
20

15 T

Sensacao térmica W (°F)

0 5 10 1520 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75
Velocidade v do vento (milhas/h)

Figura 0.1.11 Sensac@o térmica versus velocidade do vento a 32°F.



Seria possivel argumentar que um
quadrado fisico ndo pode ter um lado
de comprimento nulo. Contudo, mui-
tas vezes é matematicamente conve-
niente permitir comprimentos iguais a
zero, e assim o faremos neste texto.

Imagem

Dominio

Figura 0.1.12 A projegdo de y =
f(x) sobre o eixo x € o conjunto de
valores x permissiveis para f, e a pro-
jecdo sobre o eixo y € o conjunto de
valores y correspondentes.

Veja no Apéndice B uma revisdo de
trigonometria.
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BH DOMINIO E IMAGEM

Se x e y estdo relacionados pela equacdo y = f(x), entdo o conjunto de todas as entradas
permitidas (os valores de x) € denominado dominio de f, e o conjunto de todas as saidas (os
valores de y) que resultam quando x varia sobre o dominio é denominado imagem de f. Por
exemplo, se f € a fun¢do definida pela tabela no Exemplo 1, entdo o dominio € o conjunto
{0,1,2,3} eaimagem € o conjunto {—1, 3,4, 6}.

As vezes, consideragdes fisicas ou geométricas impdem restri¢des sobre as entradas
permissiveis de uma funcdo. Por exemplo, se y denota a drea de um quadrado de lado x, entdo
essas varidveis estdio relacionadas pela equacio y = x>. Embora essa equacio produza um
unico valor de y para cada nimero real x, o fato de que os comprimentos devem ser nimeros
ndo negativos impde a exigéncia que x > 0.

Quando uma funcio estd definida por uma férmula matematica, a férmula em si pode
impor restri¢des sobre as entradas permissiveis. Por exemplo, se y = 1/x, entdo x = 0 ndo
€ uma entrada valida, pois divisdo por zero ndo estd definida, e se y = +/x, entdo valores
negativos de x ndo sdo entradas validas, pois produzem valores imagindrios de y, e havia-
mos concordado em considerar somente fungdes reais de varidvel real. Em geral, temos a
seguinte definicao.

0.1.5 pEFINICAO  Se uma funcdo de varidvel real a valores reais for definida por uma
férmula, e se ndo houver um dominio explicitado, entdo deve ser entendido que o dominio
consiste em todos os nimeros reais com os quais a férmula fornece um valor real. Isso é
denominado o dominio natural da funcao.

O dominio e a imagem de uma fung¢ao f podem ser identificados projetando o grafico de
y = f(x) sobre os eixos coordenados, como mostra a Figura 0.1.12.

» Exemplo 6 Encontre o dominio natural de

@ flx)=x (®) f() =1/[(x — Dx — 3)]
(©) fx)=tgx (d) f(x) =+x2—=5x46

Solucdo (a) A funcéo ftem valores reais com qualquer x real, assim seu dominio natural é
o intervalo (—o0, +00).

Solucdo (b) A fungdo ftem valores reais com qualquer x real, exceto x = 1 e x = 3, onde
ocorrem divisdes por zero. Dessa forma, o dominio natural é

(x:x#1 e x#3}=(—00, 1)U (1,3) U (3, +x)

Solugdo (c) Uma vez que f(x) = tg x = sen x/cos x, a fungdo f tem valores reais exceto
onde cos x = 0, e isso ocorre quando x for um multiplo inteiro impar de 7 /2. Assim, o domi-
nio natural consiste em todos os niimeros reais, exceto

Solucdo (d) A funcgéo ftem valores reais, exceto quando a expressdo dentro do radical for
negativa. Assim, o dominio natural consiste em todos os nimeros reais x tais que

X=5x+6=x—-3)x—-2)>0
Essa desigualdade € satisfeita se x < 2 ou x > 3 (verifique), de modo que o dominio natural

de fé
(=, 2] U [3, +) «
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Em alguns casos, explicitamos o dominio ao definir uma funcio. Por exemplo, se f(x) = x*
€ a drea de um quadrado de lado x, entdo podemos escrever

f@)=x% x>0

para indicar que tomamos o dominio de f como sendo o conjunto dos nimeros reais nao ne-
gativos (Figura 0.1.13).

B O EFEITO DE OPERACOES ALGEBRICAS SOBRE O DOMINIO

As expressoes algébricas sdo, frequentemente, simplificadas cancelando fatores comuns no
numerador e no denominador. Entretanto, deve-se tomar cuidado com tais simplificagdes,
pois elas podem alterar o dominio.

Figura 0.1.13

Figura 0.1.14
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Figura 0.1.15
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» Exemplo 7 O dominio natural da funcdo
x2—4
x—2

f) = 2

consiste em todos os ndmeros reais x, exceto x = 2. Contudo, fatorando o numerador e can-
celando o fator comum ao numerador € ao denominador, obtemos

(=2 +2) _

fo)y=—""

x+2 3)

Como o lado direito de (3) tem um valor de f(2) = 4, mas f(2) ndo esta definido em (2),
vemos que a simplificagdo algébrica alterou a funcio. Geometricamente, o grafico de (3) ¢
a reta da Figura 0.1.14a, enquanto o grafico de (2) é a mesma reta, mas com um buraco em
x = 2, ja que a funcdo ndo estd definida nesse ponto (Figura 0.1.14b). Resumindo, o efeito
geométrico do cancelamento algébrico foi eliminar um buraco do grafico original. <«

As alteracdes no dominio de uma fungdo que resultam de simplificagdes algébricas sdo,
as vezes, irrelevantes para o problema que estamos tratando, podendo ser ignoradas. Contu-
do, se o dominio deve ser preservado, devemos impor explicitamente as restricdes sobre a
funcdo simplificada. Por exemplo, se quisermos preservar o dominio da fun¢ido no Exemplo
7, devemos expressar a forma simplificada da fun¢do como

) =x4+2, x#2

» Exemplo 8 Encontre o dominio e a imagem de
@ () =2+ Vx -1

Solugdo (@) Como nenhum dominio foi explicitado, o dominio de f ¢ o dominio natural
[1, 400). A medida que x varia sobre o intervalo [1, +2), o valor de /x — 1 varia sobre o
intervalo [0, +20); assim, o valor de f(x) = 2 + +/x — 1 varia sobre o intervalo [2, +),
que € a imagem de f. O dominio e a imagem estdo destacados nos eixos x e y da Figura
0.1.15.

(b) f(x)=(x+D/(x—1)

Solucdo (b) A funcgio f dada estd definida em todos os x reais, exceto x = 1; assim, o do-
minio natural de f'¢

{x:x# 1} =(—, 1) U,+»)



Figura 0.1.16

Figura 0.1.17
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Para determinar a imagem, € conveniente introduzir uma varidvel dependente

y=x+1 )

x—1

Embora o conjunto de valores possiveis de y ndo seja imediatamente evidente a partir dessa
equacdo, o grafico de (4), que aparece na Figura 0.1.16, sugere que a imagem de f consiste em
todos os y, exceto y = 1. Para ver isso, vamos resolver (4) para x em termos de y:

x—-—1Dy=x+1

xy—y=x+1
xy—x=y+1
x(y=D=y+1
y+1

X =—
y—1

Agora fica evidente pelo segundo membro da equacido que y = 1 ndo estd na imagem; caso
contrério, terfamos uma divisao por zero. Nenhum outro valor de y € excluido por essa equa-
¢a0; dessa forma, a imagem da funcdo fé {y:y # 1} = (—%, 1) U (1, +), que estd de acordo
com o resultado obtido graficamente. <

B O DOMINIO E A IMAGEM EM PROBLEMAS APLICADOS

Em aplicacdes, consideragdes fisicas frequentemente impdem restri¢des sobre o dominio e a
imagem de uma fungao.

» Exemplo 9 Uma caixinha aberta € feita de pedacos de papeldo com 16 por 30 cm, cor-
tando fora quadrados do mesmo tamanho dos quatro cantos e dobrando para cima os lados
(Figura 1.1.17a).

(a) Seja Vo volume da caixa que resulta quando os quadrados tiverem lados de comprimen-
to x. Determine uma férmula para V como uma funcao de x.

(b) Encontre o dominio de V.
(c) Use o grafico de V dado na Figura 0.1.17¢ para estimar a imagem de V.

(d) Descreva em palavras o que o grafico diz sobre o volume.

Solugdo (a) Conforme mostra a Figura 0.1.17b, a caixa resultante tem dimensoes 16 — 2x
por 30 — 2x por x, logo o volume V(x) € dado por

V (x) = (16 — 2x)(30 — 2x)x = 480x — 92x> + 4x°

800 -
700 [~
600 [~
500 [~
400 [
300 [~
200 [

=

16 —2x

’/

100

(@)

Volume V da caixa (cm?3)

‘ 30 -2x } L1 L1 1 L )

01 2 3 4 5 6 7 8 9
Lado x do quadrado cortado (cm)

(b) (c)
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Rastreamento pelo radar

1.800
1.500
1.200
900
600
300

Distancia D (m)

A S SR BN B |
0 10 20 30 40 50 60

8h05min Tempo 7 (s) 8h06min
Figura 0.1.18

O circulo esta achatado porque 1
unidade no eixo y € menor do que
1 unidade no eixo x.

Figura 0.1.19

Nas aplicagbes em que as variaveis
sobre os dois eixos tém unidades ndo
relacionadas (p. ex., centimetros so-
bre o eixo y e segundos sobre o eixo
x), entdo nada se obtém requerendo
que as unidades tenham igual com-
primento; escolha os comprimentos
que tornem o gréfico tdo claro quanto
possivel.

Solugdo (b) O dominio € o conjunto dos valores de x, enquanto a imagem € o conjunto dos
valores de V. Uma vez que x ¢ uma medida de comprimento, deve ser ndo negativa, € uma vez
que ndo podemos cortar quadrados com lados maiores do que 8 cm (por qué?), os valores de
x no dominio devem satisfazer

0<x<8

Solucdo (c¢) A partir do gréfico de V versus x na Figura 0.1.17¢, estimamos que os valores
de V na imagem satisfazem

0<V<725

Note que se trata de uma aproximagdo. Mais adiante, mostraremos como determinar exata-
mente a imagem.

Solucdo (d) O gréafico nos mostra que a caixa com volume méaximo ocorre para um valor
de x entre 3 e 4 cm e que o volume méximo € de aproximadamente 725 cm’. Além disso, o
volume decresce a zero quando x se aproxima de 0 ou 8, o que deveria fazer sentido intuiti-
vamente. <«

Nas aplicagdes que envolvem tempo, as féormulas para as fungdes sdo, frequentemente,
expressas em termos de uma varidvel ¢, cujo valor inicial € considerado como sendo ¢ = 0.

» Exemplo 10 As 8h05min da manhd, um carro é detectado a uma velocidade de 30 m/s
por um radar que estd posicionado no acostamento de uma estrada reta. Supondo que o car-
ro mantenha uma velocidade constante entre 8hO5min e 8h06min da manha, determine uma
funcdo D(f) que expresse a distancia percorrida pelo carro durante esse intervalo de tempo,
como uma fung¢ao do tempo z.

Solugcao Seria incobmodo usar como varidvel ¢ o tempo em horas; assim, vamos medir o
tempo decorrido em segundos, comecando com ¢ = 0 as 8h05min e terminando com 7 = 60 as
8h06min. Em cada instante, a distancia percorrida (em metros) € igual a velocidade do carro
(em metros por segundo) multiplicada pelo tempo decorrido (em segundos). Entdo,

D) =30, 0<t<60
O grafico de D versus t estd na Figura 0.1.18. <«

B QUESTOES DE ESCALAS E DE UNIDADES

Em problemas geométricos nos quais desejamos preservar a “verdadeira” forma de um gra-
fico, € necessdrio usar unidades de igual comprimento em ambos os eixos. Por exemplo, fa-
zendo o grafico de um circulo em um sistema de coordenadas em que a unidade no eixo dos
y € menor do que a unidade no eixo dos x, o circulo serd achatado verticalmente, resultando
em uma elipse (Figura 0.1.19).

Porém, ha situagdes nas quais € inconveniente ou impossivel apresentar um grafico
usando unidades de igual comprimento. Por exemplo, consideremos a equagao

y=2

Se quisermos mostrar a parte do grafico no intervalo —3 < x < 3, ndo hd problemas em
usarmos unidades iguais, pois y varia somente entre 0 e 9 naquele intervalo. Entretanto, se
quisermos mostrar a parte do grafico sobre o intervalo —10 < x < 10, ocorre um proble-
ma em manter unidades de igual comprimento, uma vez que os valores de y variam entre
0 e 100. Nesse caso, a tinica maneira razoavel de mostrar todo o grafico sobre o intervalo
—10 < x < 10 € comprimir a unidade de comprimento ao longo do eixo y, conforme ilus-
trado na Figura 0.1.20.
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y y
9 -
gL 100 -
T 80 |
6 -
5 [~ 60 -
4 -
3 40
2r 20 -
1 -
X X
| | | | | | | | | | >
Figura 0.1.20 -3-2 -1 123 -10 -5 5 10

¢/ EXERCICIOS DE COMPREENSAO 0.1 (Ver pdgina 15 para respostas.)

1. Seja f(x) = /x + 1 +4.

4. A tabela a seguir dd a previsdo de cinco dias de temperaturas

(a) O dominio natural de f¢é
(b) f3)=

© f@—1)=

(d) fx)=Tsex=

(e) Aimagemdefé

. Os segmentos de retas no plano xy formam letras, conforme
indicado.

VAR

(a) Se o eixo y for paralelo a letra I, quais das letras represen-
tam o grafico de y = f(x) para alguma fungéo f?

(b) Se o eixoy é perpendicular a letra I, quais das letras repre-
sentam o grafico de y = f(x) para alguma fun¢do f ?

. A figura dada mostra o grafico completo de y = f(x).
(a) O dominio de f¢é
(b) A imagem de fé

(© f(=3)=
@ fhy=—___
(e) As solucdes de f(x) = —% sdox = e
X =
y
2 -
1 -
| | | | | X
-3 -2 -1 | 2 31
2 -
Figura Ex-3

mdximas e minimas em graus Celsius (°C).

(a) Suponha que x e y denotem, respectivamente, as previsoes
de temperaturas maxima e minima para cada um dos cinco
dias. Serd y uma fung¢@o de x? Se for, dé€ o dominio e a ima-
gem dessa fungao.

(b) Suponha que x e y denotem, respectivamente, as previsdes
de temperaturas minima e maxima para cada um dos cinco
dias. Serd y uma fung¢@o de x? Se for, dé€ o dominio e a ima-
gem dessa fungao.

SEGUNDA | TERCA | QUARTA | QUINTA | SEXTA
MAXIMA 25 21 15 19 23
MINIMA 16 18 14 15 16

. Sejam ¢, [ e A o comprimento, a largura e a drea de um retangu-

lo, respectivamente, e suponha que a largura do retdngulo seja
a metade do comprimento.

(a) Se c for expresso como uma fun¢do de /, entdo ¢ =

(b) Se A for expressa como uma fungdode c,entio A =_____
(c) Selforexpressacomo uma funcdo de A, entdo [ =
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EXERCICIOS 0.1

Recurso Gréfico

1. Use o grifico abaixo para responder as seguintes questdes, fa-
zendo aproximacdes razodveis quando for necessdrio.
Com quais valores de x vale y = 1?
Com quais valores de x vale y = 3?7
Com quais valores de y vale x = 3?
Com quais valores de x vale y < 0?
Quais sdo os valores mdximo e minimo de y e em quais
valores de x eles ocorrem?

(@)
(b)
()
(d)
(e)

Figura Ex-1

2. Use a tabela abaixo para responder as questdes propostas no
Exercicio 1.

Tabela Ex-2
X -2 -1 0 2 3 4 5 6
y 5 1| 2] 7 | -1 1 0 9

3. Em cada parte da figura abaixo, determine se o grafico define y
como uma funcio de x.

PRV

Figura Ex-3

(a) (b)
y y
. T\«
Nl
() (d)

4. Em cada parte, compare os dominios naturais de fe de g.

2
@ f) =" :1" 2(r) = x
b f() = 7’“*/5;‘/; L) = VX

(a)
(b)
(©)

Renda Familiar Média nos EUA

(@)
(b)

()

ENFOCANDO CONCEITOS

5. O gréfico a seguir mostra a renda familiar média nos EUA
(ajustada pela inflac@o) entre 1990 e 2005. Use-o para res-
ponder as seguintes questdes, fazendo aproximacdes razoa-
veis quando for necessario.

Quando a renda média atingiu seu valor maximo e qual
foi a renda média quando isso ocorreu?

Quando a renda média atingiu seu valor minimo e qual
foi a renda média quando isso ocorreu?

A renda média estava diminuindo durante os anos de
2000 e 2002. Ela estava diminuindo mais rapidamente
durante o primeiro ou o segundo ano daquele periodo?
Explique seu raciocinio.

Renda Familiar Média nos EUA em
Milhares de Délares Constantes de 2005
48 -

46
44

42

I | |
1990 1995 2000

Fonte: U.S. Census Bureau, August 2006.
Figura Ex-5

6. Use o grafico da renda média do Exercicio 5 para respon-
der as seguintes questdes, fazendo aproximagdes razodveis
quando for necessdrio.

Qual foi o crescimento anual médio da renda média en-
tre 1993 e 1999?

A renda média cresceu durante o periodo de seis
anos entre 1993 e 1999. A renda média cresceu mais
rapidamente durante os trés primeiros anos ou duran-
te os dltimos trés anos desse periodo? Explique seu
raciocinio.

Considere a afirmacéo: “Depois de anos de declinio, a
renda média deste ano foi finalmente maior do que a
do ano passado”. Em quais anos essa afirmagdo estaria
correta?




7. Encontre f(0), f(2), f(—2), f(3),f(x/§) e f(31).
1

® fx)={ x

2x, x<3

, x>3
(@) flx)=3x*—2

8. Encontre g(3), g(—1), g(n), g(—1, e g(t2 —1).

+1 Vx 41, > 1
@ g0 =""0 0w =1{"] r=

—1 3, x <1

[~/9-10 Determine o dominio natural e a imagem da fungdo algebri-
camente e confirme seu resultado com o gréfico produzido por seu
recurso grafico. [Nota: Ajuste seu recurso grafico para radianos

quando se tratar de funcdes trigonométricas.] M

1 X
9. (@ f(x)= T3 (b) F(x) = xl

(c) glx) =+/x%2-3 d) G(x) =+/x2—-2x+5

1 xz —4
(&) h(x)= T senx () Hx) =
— sen x x =2
10. (a) f(x)=+3—x (b) F(x) =4 —x2
© g(x) =3+ x @ G =x+2
(e) h(x)=3senx (f) H(x) = (sen \/x)2

Capitulo 0 / Antes do Calculo 13

14. Uma xicara com café quente estd sobre a mesa. Vocé despeja

leite frio nela e espera por uma hora. Esboce um gréfico apro-
ximado da temperatura do café como uma fun¢do do tempo.

ENFOCANDO CONCEITOS

11. (a) Se voce tivesse uma mdquina que pudesse registrar a
populacio mundial continuamente, vocé esperaria ob-
ter um gréafico da populacio versus o tempo que fosse
uma curva continua (ndo interrompida)? Explique o
que poderia causar interrupg¢des na curva.

(b) Suponha que um paciente de um hospital receba uma
injecdo de um antibidtico a cada oito horas e que, entre
as injegdes, a concentracdo C de antibidtico na corrente
sanguinea decresce a medida que ele € absorvido pelos
tecidos. Como poderia ser o grafico de C versus o tem-
po t decorrido?

12. (a) Caso vocé tivesse uma maquina que pudesse medir a
temperatura de um quarto continuamente por um pe-
riodo de 24 horas, vocé esperaria obter um grafico con-
tinuo (ndo quebrado) da temperatura versus o tempo?
Explique seu raciocinio.

(b) Se vocé tivesse um computador que pudesse acompa-
nhar continuamente o nimero de caixas de cereal nas
prateleiras de um supermercado durante uma sema-
na, vocé esperaria obter um grafico de curva continua
(sem interrup¢des) do nimero de caixas versus o tem-
po? Explique seu raciocinio.

13. Um bote balang¢a para cima e para baixo sob a acdo de on-
das fracas. De repente, € atingido por uma onda grande e
afunda. Esboce um grafico aproximado da altura do bote
acima do fundo do mar como uma fung¢do do tempo.

15-18 Conforme vimos no Exemplo 3, a equagio x> + y* = 25 nio
define y como uma funcdo de x. Cada gréfico nestes exercicios é
uma porcio do circulo x> 4+ y? = 25. Em cada caso, determine se o
grafico define y como uma fung¢@o de x e, se isso ocorrer, dé uma
férmula para y em termos de x. M

15.

17.

y 16. y

-5 =5

19-22 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmagdo dada € verda-
deira ou falsa. Explique sua resposta. Il

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Uma curva que cruza o eixo x em dois pontos distintos nido
pode ser o grafico de uma funcao.

O dominio natural de uma fungdo real definida por uma férmu-
la consiste em todos os nimeros reais com os quais a férmula
fornece um valor real.

A imagem da fungdo valor absoluto € o conjunto de todos os
ndmeros reais positivos.

Se g(x) = 1//f(x), entdo o dominio de g consiste em todos
0s nimeros reais x com os quais f(x) # 0.

Use a equaciio y = x> — 6x + 8 para responder as questdes.

(a) Com quais valores de x vale y = 0?

(b) Com quais valores de x vale y = —10?

(c) Com quais valores de x vale y > 0?

(d) Teray um valor minimo? Um valor mdximo? Se assim for,
determine-os.

Use a equagdo y = | + 4/x para responder 2s seguintes
questoes.

(a) Com quais valores de x vale y = 4?

(b) Com quais valores de x vale y = 0?

(c) Com quais valores de x vale y > 6?
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25.

26.

Calculo

(d) Tera y um valor minimo? Um valor mdximo ? Se assim
for, determine-os.

Conforme mostra a figura abaixo, um péndulo de comprimento
constante L faz um angulo 6 com sua posicdo vertical. Expres-
se a altura 7 como uma fungdo do angulo 6.

Expresse o comprimento L da corda de um circulo com raio de
10 cm como fun¢@o do angulo central 6 (veja a figura abaixo).

. RN
; N

Figura Ex-25 Figura Ex-26

[~ 27-28 Expresse a fungiio na forma por partes, sem usar valores ab-
solutos. [Sugestdo: Pode ser ttil gerar o grafico da funcdo.] M

27.
28.

29.

30.

31

(@) f)=Ixl+3x+1
(@ f)=3+|2x 5]

(b) g(x)=lx|+|x—1]
(b) gx) =3x —2| — |x+ 1]

Conforme mostra a figura abaixo, uma caixa aberta deve ser
construida de uma folha retangular de metal com 8 por 15 cm,
cortando fora quadrados com lados de comprimento x de cada
canto e dobrando os lados.

(a) Expresse o volume V como uma funcéo de x.

(b) Encontre o dominio de V.

(c) Esboce o grifico da fungdo V obtida em (a) e estime a ima-
gem dessa fungao.

Com palavras, descreva como o volume V da caixa va-
ria com x e discuta como poderiam ser construidas caixas
com volume mdximo.

(d)

\ 15¢cm |
Figura Ex-29

Repita o Exercicio 29 supondo que a caixa seja construida da
mesma maneira a partir de uma folha quadrada de metal com 6
cm de lado.

Uma empresa de construgdes acrescentou uma area retangular
de mil metros quadrados a sua sede. Trés lados da drea estio
cercados. O lado da sede que € adjacente a drea mede 100 me-
tros, e uma parte desse lado € utilizada como o quarto lado da
drea acrescentada. Sejam x e y as dimensdes da drea retangular,
onde x € medido paralelamente a sede, e L o comprimento da
cerca necessdria para essas dimensdes.

(a) Encontre uma férmula para L em termos de x e y.

(b) Encontre uma férmula que expresse L somente em termos

de x.

32.

33.

3.

(c) Qual é o dominio da fun¢@o em (b)?

(d) Esboce o gréfico da fungdo em (b) e estime as dimensdes
da drea retangular que minimizem a quantidade de cerca
necessdria.

Conforme mostra a figura abaixo, uma cimara ¢ montada

em um ponto a 900 m da base de lan¢camento de um foguete.

Quando lancado, o foguete sobe verticalmente, e o angulo de

elevagdo da camera € constantemente ajustado para seguir a

base do foguete.

(a) Expresse a altura x como uma fung¢do do angulo 6 de
elevacgdo.

(b) Determine o dominio da fungdo em (a).

(c) Gere o grifico da funcdo em (a) e use-o para estimar
a altura do foguete, quando seu angulo de elevagdo for
/4 = (0,7854 radianos. Compare essa estimativa com a
altura exata.

Foguete

\ 900 m 1
Camera

Figura Ex-32

Uma companhia de sopa deseja fabricar uma lata na for-
ma de um cilindro circular reto que tenha capacidade para
500 cm? de liquido. O material para a tampa e a base custa
0,02 centavos/cm?, enquanto o material para a lateral custa
0,01 centavo/cm?.

(a) Estime o raio r e a altura & da lata que custa menos para
ser fabricada. [Sugestdo: Expresse o custo C em termos
de r.]

Suponha que a tampa e a base de raio r sejam tiradas de
folhas quadradas, cujos lados t&ém comprimento 2r, e 0s
retalhos sdo descartados. Levando em conta o custo das
folhas quadradas, vocé esperaria que o custo da lata mais
barata seja maior ou menor do que em (a)? Explique.
Estime o raio, a altura e o custo da lata em (b) e determine
se sua conjectura estava certa.

(b)

(©

Um construtor de dependéncias esportivas quer colocar uma
pista de corrida de um quarto de milha — 396 metros — em torno
de um campo de futebol americano, conforme a figura a seguir.
O campo de futebol tem 108 metros de comprimento (incluin-
do as zonas finais) por 48 metros de largura. A pista consiste
em duas retas e dois semicirculos, sendo que as redes se esten-
dem pelo menos ao longo do campo de futebol.

(a) Mostre que € possivel construir a pista de um quarto de
milha em torno do campo de futebol. [Sugestdo: Encon-
tre a menor pista que pode ser construida em torno do
campo.]

Seja L o comprimento de uma das partes retas (em metros)
e x uma distancia (em metros) entre a lateral do campo e a
parte reta da pista. Faca um grafico de L versus x.

(b)



(c) Use o grafico para estimar o valor de x que produz a parte
reta mais curta e entdo encontre exatamente esse valor.

(d) Use o gréfico para estimar o comprimento da maior parte
reta possivel e encontre exatamente esse comprimento.

+

} 108 m }
Figura Ex-34

35-36 (i) Explique por que a funcio ftem um ou mais buracos em
seu gréfico e estabeleca os valores de x nos quais esses buracos
ocorrem. (ii) Determine uma funcdo g cujo gréfico seja idéntico ao
de f, mas sem os buracos. H

35. f(x) = G- fx) = Il

x+2)x -1 |x]

37. Em 2001, o Servigo Nacional de Meteorologia dos EUA intro-
duziu um novo indice de sensagdo térmica (WCT). Para uma
dada temperatura externa 7' em graus Fahrenheit e velocidade
do vento igual a v milhas por hora, o indice de sensagdo térmi-
ca WCT ¢ a temperatura em graus Fahrenheit a uma velocida-
de de vento de 3 milhas por hora que produziria a mesma sen-

¢/ RESPOSTAS DOS EXERCICIOS DE COMPREENSAO 0.1
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sacdo de resfriamento sobre a pele exposta que a combinagdo
de temperatura externa 7 e velocidade do vento v. Utilizando
um modelo mais preciso de resfriamento devido ao vento, a
nova férmula € dada por

T, 0<v<3
WCT = 0,16 0,16
35,74 + 0,6215T — 35,75v™>'® 4 0,4275Tv>"®, 3 <w
onde T ¢ a temperatura em °F, v € a velocidade do vento em
milhas por hora e WCT € a temperatura equivalente em °F. En-
contre o indice de sensagdo térmica até o grau mais proximo se
T=25Fe
(a) v =3 milhas/hora
(c) v =46 milhas/hora
Fonte: Adaptado de UMAP Module 658, Windchill, de W. Bosch e L.
Coob, COMAP, Arlington, MA.

(b) v =15 milhas/hora

38-40 Use a férmula para o indice de sensagdo térmica descrita no
Exercicio 37. W

38. Encontre a temperatura do ar até o grau mais préoximo se o
WCT for de —60°F e a velocidade do vento for de 48 milhas/h.

39. Encontre a temperatura do ar até o grau mais proximo se o
WCT for de —10°F e a velocidade do vento for de 48 milhas/h.

40. Encontre a velocidade do vento até a milha por hora mais pro-
xima se 0 WCT for de 5°F com uma temperatura do ar de 20°F.

1L (@[—1,+%2) (b)6 () 1 +4 (d)8 () [4, +*)

2. (@M (b1
4. (a) sim; dominio: {15, 19, 21, 23, 25}; imagem: {14, 15, 16, 18} (b) ndo

3.@[-3,3) 0[-22] © -1 @1 (-3 —3

5. (@) c=2l B)A=c?2 (c)I=+A/2

0.2 FUNCOES NOVAS A PARTIR DE ANTIGAS

Da mesma forma que niumeros podem ser adicionados, subtraidos, multiplicados e
divididos, produzindo outros niimeros, também funcées podem ser adicionadas, subtraidas,
multiplicadas e divididas, produzindo outras fungdes. Nesta se¢do, vamos discutir essas
operagoes e algumas outras sem andlogos em aritmética ordindria.

B OPERACOES ARITMETICAS SOBRE FUNCOES

Duas fungdes, f'e g, podem ser adicionadas, subtraidas, multiplicadas e divididas de forma
natural para formar novas fungdes f + g, f — g, fg e f/g. Por exemplo, f + g € definida pela

férmula

(f+ &) =fx) + gk) &)

que indica que, para cada entrada, o valor de f 4 g € obtido adicionando-se os valores de fe
g. A equag@o (1) dd uma férmula para f 4 g, porém nao diz nada sobre o dominio de f + g.
Entretanto, para que o lado direito da equac@o esteja definido, x precisa estar no dominio de
/e no dominio de g. Assim, definimos o dominio de f+ g como sendo a intersec¢do desses
dois dominios. Contudo, geralmente, temos a seguinte definico.
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Se f for uma fungéo constante, diga-
mos f(x) = ¢, entdo o produto de f
e g sera cg. Dessa forma, multiplicar
uma fung¢ao por uma constante € um
caso particular da multiplicagao de
duas fungdes.

0.2.1 DpEFINICAO Dadas as fungdes fe g, definimos
(f+ &) =7) + gW)
(f = &) =f(x) — g)
(fe)(x) = f(x)g(x)
(f/9)x) =f(x)/g(x)

Para as fungdes f+ g, f — g e fg, definimos o dominio como sendo a intersec¢ao dos domi-
nios de f'e g; para a funcio f/ g, definimos o dominio como sendo a intersec¢do dos domi-
nios de f'e g, excluidos os pontos onde g(x) = 0 (para evitar a divisdo por zero).

» Exemplo1 Sejam
f)y=14++vx-2 e gx)=x-3
Encontre o dominio e a férmula das funcoes f+ g, f — g, fg, f/g e 7f.

Solug¢do Primeiro, determinaremos as féormulas para as funcdes e, depois, os dominios. As
férmulas sdo:

(f+9@) =fO)+gx)=0+vVx—-2)+x—-3)=x—-2++Vx -2 )
(f—9@0) =fx)—g)=0+vVx—=2)—(x—-3)=4—x+/x—-2 3)

(f9)(0) = Fg) = (1 + VX —2)(x - 3) @)
14+V/x =2

(190 = f)/gn = — == 5)

T = Tfx) =T+ T/x =2 ©)

Os dominios de fe g sdo [2, +%) e (—o%, +), respectivamente (0s dominios naturais). As-
sim, segue da Defini¢do 0.2.1 que os dominios de f + g, f — g e fg s@o a intersec¢@o desses
dominios, a saber,

Além disso, como g(x) = 0 se x = 3, o dominio de f/g € (7) com x = 3 removido, ou seja,
[2,3)U @3, +x)

Finalmente, o dominio de 7f ¢ igual ao dominio de f. <

Nesse tltimo exemplo, ocorreu que os dominios das fungdes f+ g, f — g, fg e f/g foram
os dominios naturais resultantes das formulas obtidas para essas fungdes. Isso nem sempre
ocorre, e aqui temos um exemplo.

> Exemplo 2 Mostre que se f(x) = /%, g(x) = +/X € h(x) = x, entdo o dominio de fg nio
é igual ao dominio natural de /.

Solucdo O dominio natural de A(x) = x é (—, +). Observe que
(f&)(x) = Vx/x = x = h(x)
no dominio de fg. Os dominios de fe de g sdo ambos [0, +2¢ ), de modo que o dominio de fg €

[0, +%0) N[0, +0) = [0, +°)



Capitulo 0 / Antes do Calculo 17

pela Definicdo 0.2.1. Como os dominios de fg e & sdo diferentes, ndo € correto escrever (fg)
(x) = x sem incluir a restricao de que essa féormula s6 vale com x > 0. <«

B COMPOSICAO DE FUNGCOES

Vamos considerar agora uma operagao sobre fun¢des, denominada composigdo, que nao tem
andlogo direto em aritmética usual. Informalmente, a operacdo de composi¢do € executada
substituindo-se em uma dada fun¢@o a varidvel independente por alguma fungdo. Por exem-
plo, suponha que

fo)=x
Se substituirmos x por g(x) na férmula de f, obtemos uma nova funcdo
fg) = (W)’ = (x+ 1)
a qual denotamos por fo g. Assim,
(fo @) =f(g(x) = (g()* =

Em geral, temos a seguinte definicao.

e gl)=x+1

41y

Embora a primeira vista o dominio de
fo g possa parecer complicado, intui-
tivamente faz sentido: para computar
f(g(x)), necessita-se de x no dominio
de g para computar g(x) e, depois,
g(x) no dominio de f para computar

f(g(x)).

Note que as fungdes fo g e g o fdo
Exemplo 3 nao séo iguais. Assim, a
ordem em que efetuamos uma com-
posicdo pode fazer (e geralmente faz)
uma diferenga no resultado final.

0.2.2 DEFINICAO Dadas as funcdes fe g, a composicdo de fe g, denotada por fo g, € a

funcdo definida por

(fo @) =f(g(x))

Por defini¢do, o dominio de f o g consiste em todo x no dominio de g com o qual g(x) estd
no dominio de f.

+/x . Encontre
(b) (gof)x)

> Exemplo 3 Sejam f(x) = x> + 3 e g(x) =
(@) (fog)x)
Solucdo (a) A férmula para f(g(x)) é
fg) =[P +3=(x)+3=x+3

Como o dominio de g € [0, +) e 0 de '€ (—, +), 0 dominio de f o g consiste em todo x
em [0, +) com o qual g(x) = /X estd em (—, +); assim, 0 dominio de f o g € [0, +).
Logo,

(fo@)=x+3, x>0

Solucdo (b) A férmula para g(f(x)) é

g(f(x) =V flx) = Vx> +

Como o dominio de fé (—», +) ¢ o de g é [0, +>), 0 dominio de g o f consiste em todo x
em (—o%, +%) com o qual f(x) = x> + 3 estd em [0, +%). Assim, o dominio de g o f & (—,
+). Logo,

(8o f)(x) =vx*+3

Nao hd necessidade de indicar que o dominio € (—%, 4-), pois esse € o dominio natural de

Vx2+3. 4
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As composi¢des também podem ser definidas para trés ou mais fungdes; por exemplo,
(fo g o h)(x) € computada como

(fe goh(x)=f(g(hx)))

Em outras palavras, primeiro encontramos /(x), depois g(h(x)) e, finalmente, f{g(h(x))).

» Exemplo 4 Encontre (fo g o h)(x) se
S =vx, g =1/x, hx)=x

Solucado

(fogoh)(x) = f(g(h(x))) = f(g(x®) = f(1/x}) = V1/x3 =1/x>* «

B EXPRESSANDO UMA FUNGAO COMO UMA COMPOSIGAO

Muitos problemas em Matematica sdo abordados pela “decomposi¢do” de fungdes em uma
composicio de fungdes mais simples. Por exemplo, considere a funcio s dada por

h(x) = (x + 1)*

Para calcular 4(x) em um dado valor de x, computariamos primeiro x + 1 e, entdo, o quadrado
do resultado. Essas duas operagdes sao executadas pelas funcdes

g =x+1 e flx=x
Podemos expressar 4 em termos de f'e g escrevendo
h(x) = (x + 1)* = [g0)]* = f(g(x))
e, assim, conseguimos expressar 4 como a composi¢do 1 =fo g.

O processo de raciocinio neste exemplo sugere um procedimento geral de decomposi-
¢do de uma fun¢@o 4 em uma composi¢do & = fo g:

e Pense sobre como poderiamos calcular 4(x) com um valor especifico de x, tentando di-
vidir os célculos em dois passos executados sucessivamente.
e A primeira operagdo no cdlculo determinard uma funcao g e a segunda, uma funcio f.
e A férmula para h pode, entdo, ser escrita como h(x) = f(g(x)).
Para fins de descrigdo, iremos nos referir a g como a “funcdo de dentro” e a f como a

“fungdo de fora” na expressao f(g(x)). A funcdo de dentro executa a primeira operacio e a de
fora executa a segunda.

» Exemplo 5 Expresse sen(x’) como uma composi¢io de duas funcdes.

Solugcao Para computar sen(x®), calcularfamos primeiro X3 e, entdo, o seno do resultado;
assim, g(x) = x> & a funciio de dentro e f(x) = sen x, a de fora. Logo,

sen(x’) =f(g(x))  |em=xcf) =senx| «

A Tabela 0.2.1 d4 mais exemplos de decomposicdes de fungdes em composicdes.
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Tabela 0.2.1
COMPOSICAO DE FUNCOES
8(x) Jx)
FUNGAO DE DENTRO DE FORA COMPOSICAO
x*+ 1" 2l x! o+ 1" = f(g)
sen’ x sen x X3 sen’ x = flgx)
tg(x’) S tgx tg(x”) = f(g(x)
V4 = 3x 4-3x \x V4 -3x = f(g(x))
8 +x \x 8+x 8 +x = f(g)
1 1 I _

i x+1 T i Sf(g(x)

OBSERVA(;AO Sempre ha mais de uma maneira de expressar uma fungdo como uma composig¢éo. Por exemplo, aqui estdao

Venda de Carros em Milhdes
40

32
28
24

20w

12
8
4

1995 2000 2005
Fonte: NADA.
Figura 0.2.1

36 3
/—/\T;a_l

16— Noves |

Novos

Usados

Use a técnica do Exemplo 6 para es-

bocar o grafico da fungao

1
N
X

Figura 0.2.2 Somando as coorde-
nadas y de \/x e de 1/x, obtemos a

coordenada y de \/x + 1/x.

duas maneiras de expressar (x> 4 1)!° como composicdes diferentes daquela da Tabela 0.2.1:

@+ D= @+ P =f6w)  [sw=+1P e fw=r]

@+ D=0+ D =fg)  [sw =+ 1 e f=x'""]

B FUNCOES NOVAS A PARTIR DE ANTIGAS

O restante desta secdo serd dedicado a considerar o efeito geométrico de efetuar operacdes
basicas com funcdes. Isso nos permitird utilizar graficos conhecidos de fun¢des para visua-
lizar ou esbocar graficos de fungdes relacionadas. Por exemplo, a Figura 0.2.1 mostra os
graficos de vendas anuais de carros novos N(f) e usados U(¢#) ao longo de um certo periodo.
Esses graficos podem ser usados para construir o gréifico do total de vendas anuais de carros

T(H) = N(t) + U(D)

somando os valores de N(7) e U(¢) para cada valor de 7. Em geral, o grafico de y = f(x) + g(x)
pode ser construido a partir dos graficos de y = f(x) e de y = g(x) somando os valores de y
correspondentes a cada x.

» Exemplo 6 Na Figura 0.1.4, observe os graficos de y = 4/x e y =1/ x e faga um esbo-
¢o que mostre a forma geral do grificoy = /x + 1/xcom x > 0.

Solucao Para somar os valores de y correspondentes de y = /x e y = 1 / x graficamente,

basta imaginar que eles estejam “empilhados” um em cima do outro. Isso dd lugar ao esboco
da Figura 0.2.2. «

/ / f”%

\/;I X l/xi X X
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B TRANSLAGOES

Na Tabela 0.2.2, ilustramos o efeito geométrico sobre o grifico de y = f(x) de somar a f ou
a sua varidvel independente x uma constante positiva ¢, bem como o efeito de subtrair essa
constante de f ou de x. Por exemplo, o primeiro resultado na tabela ilustra que somar uma
constante positiva ¢ a funcdo fsoma c a cada coordenada y de seu grafico, transladando o gra-
fico ¢ unidades para cima. Analogamente, subtrair ¢ de f translada o gréfico ¢ unidades para
baixo. Por outro lado, se uma constante positiva ¢ € somada a x, entdo o valorde y = f(x + ¢)
emx — c € f(x); e como o ponto x — ¢ estd ¢ unidades a esquerda de x no eixo x, o gréfico de
y = f(x + ¢) necessariamente € o de y = f(x) transladado ¢ unidades para a esquerda. Analo-
gamente, subtrair ¢ de x translada o gréifico c unidades para a direita.

Tabela 0.2.2
PRINCIPIOS DE TRANSLACAO

OPERACAO EM Somar uma constante Subtrair uma constante Somar uma constante positiva Subtrair uma constante positiva
y=f(x) positiva ¢ a f(x) positiva ¢ de f(x) cax cdex
NOVA EQUACAO | y=f(x)+c¢ y=fx)—c y=f(x+c) y=flx—rc)
Translada o gréfico de Translada o gréfico de Translada o gréfico de Translada o gréfico de
EFEITO . . . . . .
, y =f(x) c unidades para cima  y = f(x) c unidades para baixo  y = f(x) c unidades para a y =f(x) c unidades para a
GEOMETRICO P
esquerda direita
y=x2+2 y y g
I , . y=x* y=e2tysl | . y=xy=(@-2)7
\ T =x? \ y=x2-2 \ \
\ 2 /,y | \ J=r \ / \ /
EXEMPLO \\ / X N/ x NS x \\ N x
—2 -« — 2
-2 -
Antes de passar aos préximos exemplos, é conveniente rever os graficos das Figuras
0.1.4¢0.1.9.

» Exemplo 7 Esboce o grifico de

Y @y=vx-=3 (b)) y=vx+3

L ik Solucao Usando os principios de translacdo da Tabela 0.2.2, o grifico da equagdo
y = +/x — 3 pode ser obtido transladando 3 unidades para a direita o grafico de y = 4/x. O
grafico de y = +/x + 3 pode ser obtido transladando o de y = +/x 3 unidades para a esquerda
(Figura 0.2.3). «

» Exemplo 8 Esboce o grifico de y = x*> — 4x + 5.

Solucdo Completando o quadrado dos dois primeiros termos, obtemos

y=0?—4dx+4) —44+5=x—-27>+1

Dessa forma, vemos que o grafico pode ser obtido transladando 2 unidades para a direita o

Figura 0.2.3 grifico de y = x> devido ao (x — 2) e 1 unidade para cima devido ao +1 (Figura 0.2.4). <



Figura 0.2.4

Figura 0.2.5
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[}
~<
~<

L1
-5 5

y=(x-2)7>+1

B REFLEXOES

O grafico de y = f(—x) € a reflexdo do grafico de y = f(x) pelo eixo y porque o ponto
(x, y) do gréfico de f(x) € substituido por (—x, y). Analogamente, o grifico de y = — f(x)
€ a reflexdo do gréfico de y = f(x) pelo eixo x porque o ponto (x, y) do grafico de f(x) €
substituido por (x, —y) [a equagdo y = —f(x) € equivalente a —y = f(x)]. Isso esta resu-
mido na Tabela 0.2.3.

Tabela 0.2.3
PRINCIPIOS DE REFLEXAO

OPERACAO EM
y =fx)

Substituir x por —x

Multiplicar f(x) por —1

NOVA EQUACAO

y=f(=x)

y=-f

EFEITO Reflete o grifico de y = f(x) pelo Reflete o grifico de y = f(x) pelo
GEOMETRICO eixoy eixo x
y Yy
y=N= y=1lx 3w

X X

EXEMPLO N I N I N By | \\\\\\\\\\\\'
-6 6 -6 6
-3 -3

y=-Vx

» Exemplo 9 Esboce o grificode y = J2—x.

Solucdo Usando os principios de translagio e de reflexdo mostrados nas Tabelas 0.2.2 € 0.2.3,
o gréfico pode ser obtido por uma reflexao seguida por uma transla¢do: primeiro refletimos o
grifico de y = /x pelo eixo y para obter o grafico de y = &/—x, entdo transladamos 2 unidades
para a direita para obter o grifico da equacio y = J/—(x — 2) = v/2 — x (Figura 0.2.5). <
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» Exemplo 10 Esboce o grificodey =4 — |[x — 2|.

Solucdao O grifico pode ser obtido por uma reflexdo e por duas translagdes: primeiro,
transladamos 2 unidades para a direita o grafico de y = |x| para obter o graficode y = |x — 2|;
depois, refletimos pelo eixo x para obter o grafico de y = — |x — 2|; entdo, transladamos
4 unidades para cima para obter o grafico daequacioy = — |x — 2| +4 =4 — |x — 2|
(Figura 0.2.6). «

y=lxl

Figura 0.2.6

B ALONGAMENTOS E COMPRESSOES
Multiplicar f(x) por uma constante positiva c tem o efeito geométrico de alongar o grafico de

Descreva o efeito geométrico de mul-
tiplicar uma funcéo f por uma cons-
tante negativa em termos de refle-
x0es, alongamentos e compressoes.
Qual é o efeito geométrico de multipli-
car a variavel independente de uma
funcéo f por uma constante negativa?

y = f(x) na direc@o y por um fator de ¢ se ¢ > 1 e de comprimi-lo na dire¢do y por um fator
de 1/cse 0 < ¢ < 1. Por exemplo, multiplicar f(x) por 2 dobra cada coordenada y, portanto
alonga o gréfico verticalmente por um fator de 2, enquanto multiplicar por % corta cada coor-
denada y pela metade, portanto comprime o grafico verticalmente por um fator de 2. Analo-
gamente, multiplicar x por uma constante positiva ¢ tem o efeito geométrico de comprimir o
gréifico de y = f(x) na dire¢do x por um fator de ¢ se ¢ > 1 e de alongé-lo na dire¢do x por um
fator de 1/c se 0 < ¢ < 1. [Se isso parece um pouco ao contrdrio, pense assim: o valor de 2x

varia duas vezes mais rdpido do que x, de modo que um ponto que se move ao longo do eixo
X a partir da origem s precisa viajar a metade da distdncia para que y = f(2x) tenha 0 mesmo
valor que y = f(x), com isso criando uma compressao horizontal do grafico.] Tudo isso esta
resumido na Tabela 0.2.4.

Tabela 0.2.4

PRINCIPIOS DE ALONGAMENTO E COMPRESSAO

OPERACAO EM
y=f)

Multiplicar f(x) por ¢
(c>1)

Multiplicar f(x) por ¢
O<c<)

Multiplicar x por ¢
(c>1)

Multiplicar x por ¢
O<c<1)

NOVA EQUACAO

y=¢f(x)

y=cf)

y=f(cx)

y=f(cx)

Alonga o gréfico de y = f(x)

Comprime o grifico de y = f(x)

Comprime o gréfico de y = f(x)

Alonga o gréfico de y = f(x)

EFEITO . . . .
GEOMETRICO verticalmente por um verticalmente por um horizontalmente por um horizontalmente por um
fator de ¢ fatorde 1/c fator de ¢ fatorde 1/c¢
Y y y y
2] y=2cosx . y=cosx L -
= = 2x 1
1\ = /\ 1« ,_1 [[YSeosx  y=cos 1 y=cos = x
.\ y=cosx o y=5;c0sx s / _— 3
EXEMPLO // N \\ [ X ,/‘\\\\f/\/\'\x \//\QJ//\‘\\Y//\Y | \\\ L 1 X
B B B y=Cos X




Explique por que o grafico de uma

fungdo nao

nula ndo pode ser simé-

trico em relagéo ao eixo x.

Figura 0.2.7

X=y2

Figura 0.2.8
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B SIMETRIA

A Figura 0.2.7 ilustra trés tipos de simetrias: simefria em relagdo ao eixo x, simetria em rela-
¢d@o ao eixo y e simetria em relacdo a origem. Como mostra a figura, a curva € simétrica em
relacdo ao eixo x se, com cada ponto (x, y) do gréfico, o ponto (x, —y) também estd no gra-
fico; e € simétrica em relacdo ao eixo y se, com cada ponto (x, y) do grafico, o ponto (—x, y)
também estd no grafico. Uma curva € simétrica em relacdo a origem se, com cada ponto (x, y)
do gréfico, o ponto (—x, —y) também estd no grafico. (Equivalentemente, a curva € simétrica
em relac@o a origem se permanecer inalterada por uma rotacdo de 180° em torno da origem.)
Isso sugere os testes de simetria a seguir.

L

(x =) (x,-y)

Simetria em relagao
ao eixo x

Simetria em relacao
ao eixo y

Simetria em relacao
a origem

0.2.3 TEOREMA (Testes de simetria)

(a) Uma curva plana é simétrica em relagdo ao eixo y se, e somente se, substituindo-se x
por —x em sua equagdo, obtém-se uma equagdo equivalente.

(b) Uma curva plana é simétrica em relagdo ao eixo x se, e somente se, substituindo-se y
por —y em sua equagdo, obtém-se uma equagdo equivalente.

(¢) Uma curva plana é simétrica em rela¢do a origem se, e somente se, substituindo-se
X por —x e y por —y em sua equagdo, obtém-se uma equacdo equivalente.

2

» Exemplo 11 Use o Teorema 0.2.3 para identificar simetrias no grifico de x = y~.

Solucdo Substituir y por —y dd x = (—y)?, que simplifica para a equagio original x = y*.

Assim, o gréfico € simétrico em relag@o ao eixo x. O gréafico ndo € simétrico em relagdo ao
eixo y pois substituir x por —x dd —x = y?, que niio € equivalente 4 equacio original x = y*.
Analogamente, o grafico ndo € simétrico em relagdo a origem pois substituir x por —x e y por
—ydd —x = (—y)?, que simplifica para —x = y%, que de novo nio € equivalente 4 equagio ori-
ginal. Esses resultados sdo consistentes com o grifico de x = y> mostrado na Figura 0.2.8. <

B FUNCOES PARES E IMPARES
Dizemos que uma func¢ao f € uma funcgdo par se

f(=x0)=fx) (8)

e uma funcgdo impar se

f(=x)=—f(0) )
Geometricamente, os graficos de funcdes pares sdo simétricos em relagdo ao eixo y, por-
que substituindo x por —x na equacao y = f(x) dd y = f(—x), que € equivalente a equa-
¢do original y = f(x) por (8) (ver Figura 0.2.9). Analogamente, segue a partir de (9) que
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os graficos de funcdes impares sdo simétricos em relagdo a origem (ver Figura 0.2.10).
Alguns exemplos de fungdes pares sio x2, x*, x0 e cos x; alguns exemplos de funcdes fm-

3 .5

pares sdo x°, x°, x” e sen x.

f(—X){

|

|

|
-x

Figura 0.2.9 Este € o gréfico de uma
fung@o par, pois f(—x) = f(x).

Figura 0.2.10 Este é o grafico de
uma func@o fmpar, pois f(—x) = —f(x).

l/ EXERCICIOS DE COMPREENSAO 0.2 (Ver pdgina 27 para respostas.)

1. Sejam f(x) = 34/x — 2 e g(x) = |x|. Em cada parte, dé a f6r-
mula para a funcio e o correspondente dominio.

() f+g Dominio:
b) f—g Dominio:
(©) fg: Dominio:
d f/g: Dominio:

2. Sejamf(x) =2 — x’ e g(x) = /x.Em cada parte, dé a férmula
para a composicao e o correspondente dominio.
(a) fog: Dominio:
(b) gof: Dominio:

EXERCICIOS 0.2 Recurso Grafico

3. O grificode y = 1 + (x — 2)? pode ser obtido transladando
o grifico de y = x*> para a (esquerda/direita) por
unidade(s) e depois transladando o novo grafico

para (cima/baixo) por unidade(s).
4. Seja
£0) x+1, —-2<x<0
X) =
[x — 1], 0<x<?2

(a) A letra do alfabeto que mais se parece com o grafico de fé

(b) f¢ uma fungdo par?

ENFOCANDO CONCEITOS

1. O gréfico de uma funcdo f estd na figura abaixo. Esboce os
gréficos das seguintes equagdes:

(@ y=f»-1 ®) y=fx—-1)
© y=35fx) @ y=rf(-5x)
y
2 fr——
-1 2
Figura Ex-1

2. Use o gréfico do Exercicio 1 para esbocar os graficos das
seguintes equagdes:
(@) y=—f(=x»
© y=1-f2-x

(b) y=FQ2—x)
@ y=13f@2x)

3. O gréfico de uma func¢do festd na figura abaixo. Esboce os
gréficos das seguintes equagdes:

(@) y=fx+1 (d) y=f(2x)
(© y=I1f) (d y=1-1f)
y
TI’N
— 3 -
Figura Ex-3

4. Use o grifico do Exercicio 3 para esbocar o grafico da
equagdo y = f(|x|).

5-24 Esboce o grifico da equagdo por translacio, reflexdao, com-
pressdo e alongamento do grifico de y = x%, y = /x,y = 1/x,
y = |x| ou y = ¥/x de maneira apropriada e, entio, use um recurso
gréfico para confirmar que seu esboco estd correto. M



5. y=—=2@x+17%-3 6.y=%(x—3)2+2
7. y:x2—|—6x S.y:%(x2_2x+3)
9. y=3—-Vx+1 10. y=1++/x—4
1L y=3/x+1 12. y = —/3x
1 1
13. y= 4. y=
MR S
x—1
15. =2— 16. =
Y x+1 Y=
17. y=Ix+2[ -2 18. y=1—|x—3]
19. y=2x—1|+1 20 y=x?—dx 14
21 y=1-23x 2. y=Jx-2-

23, y=2+4 Jx +1 24. y+ Ix—2=0

25. (a) Esboce o grifico de y = x + |x| adicionando as correspon-
dentes coordenadas y nos graficosdey =xey = |x|.
(b) Expresse a equacdo y = x + |x| na forma por partes, sem
valores absolutos e confirme que o grafico obtido em (a)
com essa equagao € consistente.

26. Esboce o grifico de y = x 4+(1/x) adicionando as correspon-

dentes coordenadas y nos grificos de y =xey = 1/x. Use um
recurso grafico para confirmar que seu esbogo estd correto.

27-28 Determine as férmulas para f+ g, f — g, fg e f/g e obtenha os
dominios das funcdes. M

27. f(x) =2+/x—1, gx) =
28. f(x) =

Vx—1
T5 .2 gx) =

29. Sejam f(x) =
(@) f(g2)

J/x e g(x) = x> + 1. Determine
() g(f(4) (c) f(f(16))

(d) g(g(0)) (e fCQ+n () gB+h.
30. Seja g(x) = 4/x. Encontre
(@) g(5s +2) (b g(Vx+2) (c) 3g(5x)
d m (e) g(gx) () (g())* — gx?)
(2) g(1/yx) (h) g(x— 1% (i) glx+ h).

31-34 Determine as formulas parafo g e g o f'e estabelega os domi-
nios das compostas. H

31. f(x) =x2, gx) =+1—x
32, f(x)=+/x—3, glx) =+Vx
B @0 = o g = —1x

- X
M. f0) = e 800 =

35-36 Encontre uma féormula parafo go h. M

35. f(x)=x2+1, glx)=—, h(x) = x°

1
. S = T g(0) = Jx, h(x) =

ENFOCANDO CONCEITOS
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37-42 Expresse f como uma composicdo de duas funcdes; isto &,
encontre g e h tais que f = g o h. [Nota: Cada exercicio tem mais de
uma solucio.] M

37. (@) f(x)=+x+2 (b) f(x)=|x*=3x+ 5|
38. (a) f()=x"+1 b) fx)=-——
39. (a) f(x) = Senzx (b) f(x) = m

40. (a) f(x) =3 sen(x?) (b) f(x) =3sen’x+4senx

41. (@) f() =1 +senx)® (b)) fx)=V1-Yx
1
2. @ f) =73 (b) f(x) =15+ 2x|

43-46 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmag@o dada € verda-
deira ou falsa. Explique sua resposta. H

43. O dominio de f+ g € a interse¢do dos dominios de fe de g.

44. O dominio de f o g consiste em todos os valores de x no domi-
nio de g nos quais g(x) # 0.

45. O gréfico de uma fungdo par € simétrico em relag@o ao eixo y.

46. O grafico de y =f(x + 2) + 3 € obtido transladando o grafico
de y = f(x) duas unidades para a direita e trés para cima.

47. Use a tabela abaixo para fazer um gréfico de y = f(g (x)).
Tabela Ex-47

x | 3] -2|-1 0| 1 2 3

fx)| 41| 3| =2|-1]0 1 2

gx) | -1 0 1 2|13 |-2]-3

48. Encontre o dominio de f o g para as fungdes fe g do Exerci-
cio 47.

49. Esboce o gréifico de y = f(g(x)) para as fun¢des cujos grafi-
cos estdo na figura abaixo.

Figura Ex-49

50. Esboce o grifico de y = g(f(x)) para as fungdes cujos gra-
ficos estdo no Exercicio 49.

51. Use os gréficos de fe g do Exercicio 49 para estimar as so-
lugdes das equagoes f(g(x)) = 0 e g(f(x)) =0.

52. Use a tabela do Exercicio 47 para resolver as equacdes

flgx) =0eg(f(x) =0
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53-56 Encontre
S +h) — f(x) Sw) — f(x)

h w—Xx

e simplifique tanto quanto possivel. M
54. f(x)=x*>+ 6x
56. f(x) = 1/x*

53. f(x)=3x*—5
55. fx)=1/x

57. Classifique em pares, impares ou nenhuma dessas as funcdes
cujos valores estdio dados na tabela a seguir.

Tabela Ex-57

x (-3 |-2 |-1 0 1 2 3
fx) | 5 3 2 3 1 |-3 5
gx) | 4 1 |-2 0 2 |-1 |-4
h(x)| 2 |-5 8 [-2 8 |-5 2

58. Complete a tabela da figura abaixo de forma que o grifico de
y = f(x) seja simétrico em relagdo
(a) aoeixoy (b) aorigem

Tabela Ex-58

x | -3|-2|-1]0 1 213

fo| 1 1|0 -5

59. A figura abaixo mostra uma parte de um grafico. Complete o
gréfico de forma que todo ele seja simétrico em relacio
(a) aoeixox (b) aoeixoy (c) aorigem

60. A figura abaixo mostra uma parte do grafico de uma fung@o f.
Complete o grifico supondo que
(a) f¢uma fungdo par (b) f¢ uma fungdo impar

y

X

Figura Ex-59 Figura Ex-60

61-62 Classifique as fungdes cujos graficos estdo nas figuras a se-
guir como pares, impares ou nenhum desses casos. M

61. ‘y |y
(a) )

Figura Ex-61

62. y y

. x
S

N
@ ®)

Figura Ex-62

63. Em cada parte, classifique a fun¢do como par, impar ou ne-
nhum desses casos.

@ fo)=x (b) f(x)=x’

(©) f(x)=1Ix| ) f)=x+1
)CS — X

© f(x)=m ® f)=2

64. Suponha que a fun¢do f tenha por dominio todos os nimeros
reais. Determine se cada uma das fungdes a seguir pode ser
classificada como par ou impar. Explique.

S+ f(=x) Jx) = f(=x)
@ g)=——7—— ) hl)="—"—7—

65. Suponha que a fun¢do f tenha por dominio todos os nimeros
reais. Mostre que f pode ser escrita como a soma de uma fun-
¢do par com uma funcio fmpar. [Sugestdo: Ver Exercicio 64.]

66-67 Use o Teorema 0.2.3 para determinar se os graficos t€m si-
metrias em relacio ao eixo x, ao eixo y ou a origem. M

66. (a) x=5y*+9 (b) ¥*—2y>=3
(c) xy=5
X
6. @ #=20+y O y=3—
© y*=lx| -5 T

68-69 (i) Use um recurso computacional para fazer o gréifico da
equacdo no primeiro quadrante. [Nota: Para isso, resolva a equa-
¢do para y em termos de x.] (ii) Use a simetria para fazer um esbo-
¢o a mio de todo o gréfico. (iii) Confirme o que foi feito gerando
o grafico da equagdo nos demais quadrantes.

68. 9x+ 4y =36 69. 4x*+ 16y* =16

70. O grifico da equacio x*/*> + y*/> = 1, que aparece na figura
abaixo, € denominado hipocicloide quadriciispide.

(a) Use o Teorema 0.2.3 para confirmar que esse grafico € si-
métrico em relagio ao eixo x, ao eixo y e a origem.

(b) Encontre uma fungdo f cujo grafico no primeiro quadrante
coincide com a hipocicloide quadricispide e use um recur-
so computacional grafico para confirmar o que foi feito.

(c) Repita (b) para os demais quadrantes.

y

Hipocicloide quadricuspide Figura Ex-70




71. A equagio y = |f(x)| pode ser escrita como

o] fen s zo

—f(x), fx) <0
que mostra que o grifico de y = | f(x)| pode ser obtido a partir
do gréfico de y =f(x), retendo a parte que estd sobre ou acima do

eixo x e refletindo por esse eixo a parte que estd abaixo. Use esse
método para obter o gréfico de y = |2x — 3| a partir de y = 2x — 3.

72-73 Use o método descrito no Exercicio 71. H

72. Esboce o grificode y = |1 — x?|.

73.

74.

75.

¢/ RESPOSTAS DOS EXERCICIOS DE COMPREENSAO 0.2
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Esboce o grafico de
(@) f(x)=|cos x| (b) f(x) = cos x + |cos x|

A funcgdo maior inteiro, |x], é definida como sendo o maior
inteiro que € menor do que ou igual a x. Por exemplo: [2,7] =
2, |—2,3] = —3 e |4] = 4. Em cada parte, esboce o grafico de
y=r.

(@ flx) = |x] (b) () = |’

© f)=LxJ (d) f(x) = [senx]

E alguma vez verdade que fo g = g o f'se fe g forem funcdes

nao constantes? Se ndo, prove; se afirmativo, dé alguns exem-
plos para os quais € verdade.

L@ (f+@)=3/x—=2+4x x>0 (b) (f —)x) =3/x—2—x; x>0 () (fe)(x) =3x"2—2x; x>0

Vx

3 -2
) (f/9)x) = x>0 2@ (fo)®) =2-x; x =0 (b) (gof)(x) = V2—3% —V2<x <2

3. direita; 2; cima; 1 4. (a) W (b) sim

0.3 FAMILIAS DE FUNCOES

As fungoes sdo, frequentemente, agrupadas em familias de acordo com a forma das formulas
que as definem ou outras caracteristicas comuns. Nesta se¢do, vamos discutir algumas das
Sfamilias de funcées mais bdsicas.

B FAMILIAS DE CURVAS

Y O grafico de uma funcdo constante f(x) = ¢ € o grafico da equagdo y = ¢, que € a reta hori-
zontal mostrada na Figura 0.3.1a. Se variarmos ¢, obteremos um conjunto, ou uma familia,

©, ¢) y=c de retas horizontais como as da Figura 0.3.15.

As constantes que variamos para produzir uma familia de curvas sdo denominadas parda-
metros. Por exemplo, lembre que uma equagdo da forma y = mx + b representa uma reta de
inclinacdo m e corte com o eixo y em b. Se mantivermos b fixo e tratarmos m como um parame-
tro, obteremos uma familia de retas cujos membros t€m, todos, 0 mesmo corte em b com o eixo
y (Figura 0.3.2a), e se mantivermos m fixo e tratarmos » como um parametro, obteremos uma
familia de retas paralelas cujos membros t€m, todos, a mesma inclina¢ao m (Figura 0.3.2b).

(a) y y
y
- c=4 /
c=3
c=2 / X X
c=1
p— - /
c=-1
c=-2
c=-3
C c=-4)5
i Afamiliay=mx+b Afamiliay =mx+b
(b) (b fixo e m variando) (m fixo e b variando)
Figura 0.3.1 Figura 0.3.2 (@) (b)
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B AS FUNGCOES POTENCIA; A FAMILIA y = x"

Uma fung¢do da forma f(x) = x?, onde p € constante, ¢ denominada fung¢do poténcia. Por en-
quanto, vamos considerar o caso em que p € um inteiro positivo, digamos p = n. Os gréaficos
dascurvasy =x"comn =1, 2, 3,4 e 5 estdo na Figura 0.3.3. O primeiro grifico € o da reta
y = x, cuja inclinacdo € 1 e passa pela origem, e o segundo € uma pardbola que se abre para
cima e tem seu vértice na origem.

Y y=x y y=x y y=x Y y=x

-
-
-
T

Figura 0.3.3

Figura 0.3.4

Para n > 2, o formato da curva y = x" depende de n ser par ou impar (Figura 0.3.4):

e Para valores pares de n, as fungdes f(x) = x" sdo pares, portanto seus graficos sao simé-
tricos em relacdo ao eixo y. Os grificos tém todos o formato geral da pardbola y = x%, e
cada gréfico passa pelos pontos (—1, 1), (0, 0) e (1, 1). A medida que n cresce, 0s gra-
ficos ficam mais e mais achatados no intervalo —1 < x < 1 e mais e mais proximos da

vertical nos intervalos x > 1 ex < —1.

e Para valores impares de n, as fungdes f(x) = x" sdo impares, portanto seus graficos sdo
simétricos em relagio 2 origem. Os gréficos tém todos o formato geral da ctibica y = x°,
e cada grafico passa pelos pontos (—1, —1), (0,0) e (1, 1) . A medida que n cresce, 0S
graficos ficam mais e mais achatados no intervalo —1 < x < 1 e mais e mais proximos

da vertical nos intervalos x > lex < —1.

A familia y = x" A familia y = x"
(n par) (n impar)

OBSERVACAO | Os efeitos de achatar e de aproximar a vertical podem ser entendidos considerando o que ocorre quando um

nimero x é elevado a poténcias mais e mais elevadas: se —1 < x < 1, entdo o valor absoluto de x" decresce
com n crescente, fazendo com que os graficos nesse intervalo sejam achatados com n crescente (tente elevar
% ou —% a poténcias cada vez mais elevadas). Por outro lado, se x > 1 ou se x < —1, entéo o valor absoluto
de x" cresce com n crescente, fazendo com que os graficos nesses intervalos se aproximem da vertical com n
crescente (tente elevar 2 ou —2 a poténcias cada vez mais elevadas).



Considerando os valores de 1/x"
para um x fixado com n crescente, ex-
plique por que os graficos ficam mais
achatados ou proximos da vertical
para valores crescentes de n, confor-
me descrito no texto.

y=1/x

(1, 1)

1-1)

Figura 0.3.5

Tabela 0.3.1
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B AFAMILIAy=x"

Se p € um inteiro negativo, digamos p = —n, entdo as funcdes poténcia f(x) = x” tomam a

forma f(x) = x™ = 1/x". A Figura 0.3.5 mostra os grificos de y= 1/x e y= 1/x*. O gréfico

de y = 1/x é denominado uma hipérbole equildtera (por razdes que serdo discutidas adiante).
Como mostra a Figura 0.3.5, o formato da curva y = 1/x" depende de n ser par ou impar:

e Para valores pares de n, as fungdes f(x) = 1/x" sdo pares, portanto seus graficos sdo si-
métricos em relagiio ao eixo y. Os graficos tém todos o formato geral da curva y = 1/x>
e cada gréfico passa pelos pontos (—1, 1) e (1, 1). A medida que 7 cresce, os graficos fi-
cam mais e mais proximos da vertical nos intervalos —1 <x <0e 0 <x < l e maise
mais achatados nos intervalos x > l e x < —1.

e Para valores impares de n, as funcdes f(x) = 1/x" s@o impares, portanto seus graficos
sao simétricos em relagc@o a origem. Os graficos tém todos o formato geral da curva
y = 1/x e cada gréfico passa pelos pontos (1, 1) e (—1, —1). A medida que n cresce, 0s
gréficos ficam mais e mais proximos da vertical nos intervalos —1 <x <0e0O <x <1
e mais e mais achatados nos intervalos x > l e x < —1.

e Tanto para valores pares quanto impares de n, o grafico y = 1/x" tem uma quebra na ori-
gem (denominada descontinuidade), que ocorre por ndo ser permitido dividir por zero.

yy = 1/x3

y y y=1/x%

y=1/x* ey =lix

y = 1/x?

1, 1) () 1.1 L

08| 1 |25| 4 [625] 10

=

y|[625] 5 2 | 1,25/ 08 | 0,5

A familia y = 1/x" A familia y = 1/x"
(n par) (n impar)

B PROPORGOES INVERSAS

Lembre-se de que uma variavel y diz-se inversamente proporcional a uma varidvel x se hou-
ver uma constante positiva k, denominada constante de proporcionalidade, tal que

y== ey
X
Uma vez que se supde k positiva, o grafico de (1) tem a mesma forma bésica que
y = 1/x, mas é comprimido ou alongado na direcdo do eixo y. Também deveria ser evi-
dente a partir de (1) que, duplicando x, multiplicamos y por %, e, triplicando x, multiplica-
mos y por % e assim por diante.
A Equacio (1) pode ser expressa como xy = k, que nos diz que o produto de grandezas
inversamente proporcionais € uma constante positiva. Essa ¢ uma forma util de identificar
proporcionalidade inversa em dados experimentais.

> Exemplo 1 A Tabela 0.3.1 mostra alguns dados experimentais.
(a) Explique por que os dados sugerem que y € inversamente proporcional a x.
(b) Expresse y como uma fung¢ao de x.

(c) Faca um grafico da funcdo e dos dados juntos para x > 0.
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y
y=qx
a,n x
(@)
y
y=3x
1,1 x
)
¥y
y=+x
X
y=—x
()
Figura 0.3.8
y
4+
3 y=x23
2 -
1 -
X
| | | | | | | |
-4 3 2 -1 1 2 3 4
Figura 0.3.9
DOMINIO DA
TECNOLOGIA

Solugcdo Para cada ponto dos dados, temos xy = 5, portanto y € inversamente proporcional
axey=>5/x. O grafico dessa equagdo com os pontos dados estd na Figura 0.3.6. <«

As proporgdes inversas surgem em vdrias leis da Fisica. Por exemplo, a lei de Boyle afir-
ma que se uma quantidade fixa de um gds ideal é mantida a uma temperatura constante, entdo
¢ constante o produto da pressdo P exercida pelo gds e o volume V que ele ocupa, ou seja,

PV =k

Isso implica que as varidveis P e V sdo inversamente proporcionais uma a outra. A Figura
0.3.7 mostra um tipico grafico de volume versus pressdo sob as condi¢des da lei de Boyle.
Observe como, dobrando a pressdo, reduzimos o volume a metade, como era de se esperar.

P (Pressao)
10
9
8
7
6 2Py -
5 |
\
4 Fo -+
3 [
2 } } V (Volume)
1+ T
TN Y TR SR N SR S N X ZVO Yo
12345678910 Figura 0.3.7 Dobrando a pressdo, reduzimos
Figura 0.3.6 o volume a metade.

B FUNCOES POTENCIAS COM EXPOENTES NAO INTEIROS
Se p = 1/n, onde n é um inteiro positivo, entdo as fungdes poténcias f(x) = x” tém a forma

fay =x'"=Yx

Em particular, se n = 2, entdo f(x) = 4/x; e se n = 3, entdo f(x) = \3/5 Os graficos dessas
funcdes estdo nas partes (a) e (b) da Figura 0.3.8.

Como cada niimero real tem uma raiz cdbica, o dominio da fungio f(x) = J/x é
(=, +), de modo que o gréfico de y = J/x se estende sobre todo o eixo x. Contrastando
com esse comportamento, o grafico de y = /x se estende somente sobre o intervalo [0, +),
pois /x € um nimero imagindrio com x negativo. Como ilustra a Figura 0.3.8¢, os graficos
de y = /x e de y = —./x constituem, respectivamente, as por¢des superior € inferior da pa-
ribola x = y%. Em geral, o gréfico de y = ¥/x se estende sobre todo o eixo x se n for impar,
mas somente sobre o intervalo [0, +) se n for par.

As fungdes poténcia podem ter outros expoentes fraciondrios. Alguns exemplos sdo

f)y =23, fa) = Va3, f)y=x""8 &

O grifico de f(x) = x*/3 aparece na Figura 0.3.9. Adiante discutiremos expressdes en-
volvendo expoentes irracionais.

As vezes os recursos graficos omitem partes de um gréfico de uma fungdo envolvendo expoentes fracionarios
(ou radicais). Se f(x) = x”/, em que p/q é uma fragao positiva em forma irredutivel, esse problema pode ser
evitado como segue:

e Se p for par e ¢ impar, faca o gréfico de g(x) = |x|”/4 em vez de f(x).
e Se p e ¢ forem impares, faga o grafico de g(x) = (|x|/x)|x|"/4 em vez de f(x).

Use um recurso grafico para gerar os graficos de f(x) = I e f(x) = x~7/8 que exibam todos os seus aspec-
tos significativos.



Uma revisao mais detalhada sobre
polindmios é apresentada no Apén-
dice C.

A constante 0 é um polindbmio denomi-
nado polinémio zero ou nulo. Neste
texto, consideramos indefinido o grau
do polinémio zero. Outros textos po-
dem adotar convengdes distintas.
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B POLINOMIOS
Um polinémio em x é uma funcio expressa como uma soma finita de termos da forma cx”,
em que ¢ € uma constante e n € um inteiro nao negativo. Alguns exemplos de polindmios sdo

20+ 1, 3x2+5x—+2, 1, 4=4x"), S5xT—x*+3

A funcio (x* — 4)* é também um polindmio, pois pode ser expandida pela férmula binomial
(veja no final do livro) e expressa, entdo, como uma soma de termos da forma cx™:

(2 —4)* = (2 — 3(D%4) + 3(:D)(4) — (4%) = x0 — 12x* + 48x% — 64 3)

Um polindmio geral pode ser escrito em qualquer uma das formas a seguir, dependendo
se quisermos as poténcias de x em ordem crescente ou decrescente:

co+cix + x4+ e

X" F e XN eix + ¢

As constantes ¢, ¢y, C2,..., ¢, 40 denominadas coeficientes do polindmio. Quando um poli-
ndmio € representado em uma dessas formas, a mais alta poténcia que ocorre com um coe-
ficiente nao nulo € denominada grau do polindmio. Os polindmios constantes nao nulos sao
considerados como tendo grau 0, uma vez que podemos escrever ¢ = cx”. Os polindmios de
grau 1, 2, 3, 4 ¢ 5 sdo descritos como lineares, quadrdticos, ctibicos, qudrticos e quinticos,
respectivamente. Por exemplo:

34 5x x> —3x+1 2x° — 7
(o g i
8x* — 9x® + 5x — 3 V343450 o2 — 4)

tem grau 4 (qudrtico) tem grau 5 (quintico) tem grau 6 [veja (3)]

O dominio natural de um polindmio em x € (—, +), jd que as Unicas operacdes en-
volvidas s@o multiplicacdes e adi¢des; a imagem depende do polindmio. J4 sabemos que os
gréficos dos polindmios de grau 0 e 1 sdo retas e que os graficos dos polindmios de grau 2 sdo
pardbolas. A Figura 0.3.10 mostra os graficos de alguns polindmios tipicos de graus superio-
res. Discutiremos mais adiante graficos de polindmios em detalhes; por ora, € suficiente obser-
var que eles sdo muito bem comportados no sentido de ndo terem descontinuidades ou bicos
agudos. Conforme ilustrado na Figura 0.3.10, os gréficos dos polindmios, durante um certo
tempo, vao para baixo e para cima como em uma montanha-russa, para depois subir ou cair
indefinidamente, a medida que percorremos a curva em qualquer um dos dois sentidos. Vere-
mos posteriormente que o niimero de picos e de vales € determinado pelo grau do polindmio.

N ] A | s A~ |

L/

Figura 0.3.10

VIV i\

B FUNCOES RACIONAIS
Uma fungdo que pode ser expressa como uma razdo de dois polindmios é denominada fun-
¢do racional. Se P(x) e Q(x) forem polindmios, entdo o dominio da fungdo racional

P(x)

7O =%
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consiste em todos os valores de x tais que Q(x) # 0. Por exemplo, o dominio da fung¢ao racional

2
X<+ 2x
X)) = ———
fo) ==
consiste em todos os valores de x, exceto x = 1 e x = —1. Seu grafico estd na Figura 0.3.11,

junto aos graficos de duas outras fun¢des racionais tipicas.
Os gréficos das fungdes racionais com denominadores ndo constantes diferem dos gra-
ficos dos polindmios de algumas formas essenciais:

¢ Diferentemente dos polindmios, cujos graficos sdo curvas continuas (ndo quebradas),
os graficos das fungdes racionais tém descontinuidades nos pontos onde o denomina-
dor € zero.

Diferentemente dos polindmios, as funcdes racionais podem ter nimeros nos quais nao
estdo definidas. Perto desses pontos, muitas funcdes racionais t€ém graficos que se apro-
ximam bastante de uma reta vertical, denominada assintota vertical. Na Figura 0.3.11,
essas assintotas estao representadas por linhas tracejadas.

¢ Diferentemente dos graficos dos polindmios nao constantes, 0s quais comegam e termi-
nam subindo ou descendo indefinidamente, os graficos de muitas fungdes racionais po-
dem comecar ou terminar cada vez mais perto de uma reta horizontal, denominada as-
sintota horizontal, quando se percorre a curva em qualquer um dos dois sentidos. As
assintotas estdo representadas pelas linhas tracejadas horizontais nas duas primeiras
partes da Figura 0.3.11. Na terceira parte da figura, uma assintota horizontal € o eixo x.

y y
1,0 Yoo
1L U
| | -
Nr | \
,,,,,,, A\l T 77777777¥77#‘77777%
R # # ! L X L1 M~ L1y
-5 ‘ ‘ 5 -5 | } 7 -4
| | L B
Y ‘ L
| \ ‘ L
4 |l
| |
y:x2+2x y= x2-1 y= 3
x2-1 x2-2x-3 2+l
Figura 0.3.11

Neste texto, vamos supor que a va-
riavel independente de uma fungéo
trigonométrica seja dada em radianos,
a menos de mengao explicita em con-
trario. Uma revisédo de fungdes trigo-
nométricas pode ser encontrada no
Apéndice B.

B FUNCOES ALGEBRICAS

As fungdes que podem ser construidas com polindmios, aplicando-se um nimero finito de
operagoes algébricas (adicdo, subtracdo, divisio e extracdo de raizes), sio denominadas fun-
¢oes algébricas. Alguns exemplos sdo:

f) =vx2—4,  fx)=3Jx2+x),

Conforme ilustrado na Figura 0.3.12, os gréficos das funcdes algébricas variam amplamente;
assim sendo, € dificil fazer afirmativas genéricas sobre elas. Mais adiante no livro, vamos
desenvolver métodos gerais do Célculo que permitem analisar essas funcdes.

fx) = x*(x 4 2)

B AS FAMILIAS y= Asen Bx E y= Acos Bx
Muitas aplicagdes importantes levam a fungdes trigonométricas do tipo

f(x)=Asen(Bx —C) e gx)=Acos(Bx—C) @
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y Y

ar 10+

i 5

2+ X

| | | x

Ir x 3 2 1 2 L L
[ I I T R -5 4 1
54 -3-2-1 1 23 45

y=Vx2-4 y=3%/;(2+x) vy =x2Bx+2)?

Figura 0.3.12

em que A, B e C sdo constantes nao nulas. Os graficos dessas fungdes podem ser obtidos alon-
gando, comprimindo, transladando e refletindo apropriadamente os graficos de y = sen x e
de y = cos x. Para ver isso, vamos comegar com o caso C = ( e considerar como os graficos
das equacdes

y=AsenBx e y=AcosBx

se relacionam com os graficos de y = sen x e y = cos x. Se A e B forem positivos, entdo o efei-
to da constante A € alongar ou comprimir verticalmente os graficos de y =sen x e y = cos x
por um fator A, enquanto o de B € fazer o mesmo, porém horizontalmente por um fator B. Por
exemplo, o grafico de y = 2 sen 4x pode ser obtido alongando verticalmente o de y = sen x
por um fator 2 e comprimindo horizontalmente por um fator 4. (Lembre-se da Secéo 0.2,
em que vimos que o multiplicador de x alonga quando for menor que 1 e comprime quando
maior que 1.) Assim, como mostra a Figura 0.3.13, o grafico de y = 2 sen 4x varia entre —2 e
2 e repete-se a cada 2;r/4 = /2 unidades.

-2

Figura 0.3.13

Em geral, se A e B forem nimeros positivos, entdo os graficos de
y=AsenBx e y=AcosBx

oscilam entre —A e A e repetem-se a cada 277/B unidades. Assim, dizemos que essas fungdes
tém amplitude A e periodo 2 /B. Além disso, definimos a frequéncia dessas fungdes como
sendo o reciproco do periodo, ou seja, B/2m. Se A ou B for negativo, além da compressdo e
do alongamento, teremos reflexdes dos graficos pelos eixos; nesse caso, a amplitude, o pe-
riodo e a frequéncia sdo dados por

B|

3 2 . |
, periodo = —| frequéncia = -
s

|B

amplitude = |A

> Exemplo 2 Facaum esbogo dos seguintes graficos que mostre o periodo e a amplitude.

(a) y=3sen2mx (b) y=—3cos 0,5x (c)y=1+senx
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Solugdo (a) A equagdo é do tipo y = A sen Bx com A = 3 ¢ B = 2, portanto o grafico tem
a forma de uma fung¢@o seno, mas com amplitude A = 3 e periodo 27/B = 27 /2w = 1 (Figura

0.3.14a).

Solucdo (b) A equagio é do tipoy = A cos Bxcom A = —3 ¢ B = 0,5, portanto o gréfico
tem a forma de uma fung¢ao cosseno que foi refletida em torno do eixo x (pois A = —3 € nega-
tiva), mas com amplitude |A| = 3 e perfodo 27/B = 27/0,5 = 47 (Figura 0.3.14b).

Solugdo (c) O grifico tem a forma de uma fungdo seno que foi transladada uma unidade
para cima (Figura 0.3.14¢). <

Amplitude

N
V

Amplitude
>

Periodo

(a)
Figura 0.3.14

Periodo

()

B AS FAMILIAS y = Asen(Bx— C)E y = A cos(Bx - C)
Para investigar os graficos das familias mais gerais

y=A sen(Bx — C)

sera util reescrevé-las na forma

X —

y:Asen|:B<

e y=Acos(Bx—C)

9)] c y:Acos[B(

X - —

B B

9l

Assim, vemos que os gréaficos dessas equagdes podem ser obtidos transladando os graficos de
y=Asen Bx ey = A cos Bx para a esquerda ou para a direita, dependendo do sinal de C/B.
Por exemplo, se C/B > 0, entdo o gréafico de

y =A sen[

B(x — C/B)]=Asen(Bx — C)

pode ser obtido transladando o de y = A sen Bx para a direita em C/B unidades (Figura
0.3.15). Se C/B < 0, o g-rifico de y = A sen(Bx — C) € obtido por translagio do grafico de
y = A sen Bx para a esquerda por |C/B| unidades.

Figura 0.3.15

» Exemplo 3 Encontre a amplitude e o periodo de

b4
y=3cos(2x+§>



Figura 0.3.16

Capitulo 0 / Antes do Calculo 35

e determine como deveria ser transladado o grafico de y = 3 cos 2x para produzir o grafico
dessa equagdo. Confirme seu resultado fazendo o grafico da equacdo em uma calculadora ou
computador.

Solugd@o A equagio pode ser reescrita como

= 3eos 25 = (Z)] = 3eos[2 (s - (-2))]
y = Acos [B (x— %)}

comA=3,B=2e C/B= —m/4. Segue-se que a amplitude € A = 3, o periodo é 2n/B =1
e o grafico € obtido transladando o grafico de y = 3 cos 2x para a esquerda por |C/B| = /4
unidades (Figura 0.3.16). <«

que € do tipo

¢/ EXERCICIOS DE COMPREENSAO 0.3 (Ver pdgina 38 para respostas.)

1. Considere a familia de fungdes y = x", em que n € um inteiro.

EXERCICIOS 0.3

Os gréficos de y = x" s@o simétricos em relag@o ao eixo y se
n for . Esses graficos sdo simétricos em relagio a
origem se n for . O eixo y € uma assintota vertical
desses graficos se n for

Qual € o dominio natural de um polindmio?

Considere a familia de funcdes y = x'/", em que n é um inteiro

ndo nulo. Encontre o dominio natural dessas fungdes se n for
(a) positivo e par (b) positivo e impar
(c) negativo e par (d) negativo e {mpar.

Recurso Grafico

. Classifique cada equagdo como polinomial, racional, algébrica

ou nio uma fun¢do algébrica.
@@ y=vx+2 (b) y=+3x*—x+1

2
5
(c) y=5x>+ cos 4x (d)y:x *
2x =17
(e) y=23x>+4x2
. O grifico de y = A sen Bx tem amplitude _ __eé

periddico de periodo

. (a) Encontre uma equagio para a familia de retas cujos mem-

bros tém inclinagdo m = 3.

(b) Encontre uma equacéo para o membro da familia que pas-
se por (—1, 3).

(c) Esboce os graficos de alguns membros da familia e mar-
que-os com suas equagdes. Inclua a reta da parte (b).

Encontre uma equacio para a familia de retas cujos membros
sdo perpendiculares aqueles do Exercicio 1.

(a) Encontre uma equacio para a familia de retas com corte no
eixo yiguala b =2.

(b) Encontre uma equagio para o membro da familia cujo an-
gulo de inclinacdo € 135°.

(c) Esboce os graficos de alguns membros da familia e mar-

. Encontre uma equacio para a familia de retas que passam pela

interseccdode 5Sx — 3y +11=0e2x -9y +7=0.

. O Imposto de Renda dos EUA usa um sistema de depreciagdo

linear de 10 anos para determinar o valor de varios itens co-
merciais. [sso significa que se supde que um item tenha valor
zero no final do décimo ano e que, em tempos intermedia-
rios, o valor € uma funcéo linear do tempo decorrido. Esboce
algumas retas de depreciacdo tipicas e explique o significa-
do pratico do corte com o €ixo y.

. Encontre todas as retas por (6, —1) para as quais o produto dos

cortes nos eixos x e y seja 3.

que-os com suas equagoes. Inclua a reta da parte (b).

4. Encontre uma equagao para

(a) afamilia de retas passando pela origem.

(b) afamilia de retas com corte no eixo x igualaa = 1.
(c) afamilia de retas que passam pelo ponto (1, —2).
(d) afamilia de retas paralelas a 2x + 4y = 1.

5. Encontre uma equagao para a familia de retas tangentes ao cir-
culo com centro na origem e raio 3.

ENFOCANDO CONCEITOS

9-10 Estabeleca uma propriedade geométrica comum a todas as
retas da familia e esboce cinco dessas retas. H

9. (a) afamiliay=—x+5b
(b) afamiliay=mx—1
(c) afamiliay=m(x+4)+2
(d) afamiliax —ky=1
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10. (a) afamiliay=2»5
(b) afamiliaAx+2y+1=0
(c) afamilia2x+By+1=0
(d) afamiliay — 1 =m(x+ 1)

11. Em cada parte, combine a equacdo com um dos graficos

dados.

@@ y=x (b) y=2x

© y=-1/x @ y=+vx2-1

© y=Vx-2 ) y=—Vx?

Yy y y

/_x X X

(i

—

Figura Ex-11

12. A tabela abaixo d4 valores aproximados de trés funcdes: uma
da forma kx?, outra da forma kx> e a terceira da forma kx*/%.
Identifique cada uma e dé uma estimativa de k em cada caso.

Tabela Ex-12

x | 025|037 | 21 4,0 58 6,2 79 9,3
f(x)| 640 | 197 | 1,08 | 0,156 {0,0513|0,0420(0,0203|0,0124
g(x) |10,0312{0,0684| 2,20 | 8,00 | 16,8 | 19,2 | 31,2 | 43,2
h(x) | 0,250 | 0,450 | 6,09 | 16,0 | 27,9 | 30,9 | 44,4 | 56,7

[~/ 13-14 Esboce o grifico da equagdo paran = 1,3 e 5 em um sistema
de coordenadas e para n = 2, 4 e 6 em outro sistema de coordena-
das. Confira seu trabalho com um recurso grafico. H

13. (@) y=—x" (b) y=2x" © y=@—-Dn'r
14. (a) y=2x" (b) y=—x" (©) y=-=3@x+2)l/n

15. (a) Esboce o grificode y = ax’ coma = %1, +2 ¢ +3 em um
unico sistema de coordenadas.
(b) Esboce o graficode y=x>+bcomb =+1,4+2e +3 em
um Unico sistema de coordenadas.
(c) Esboce alguns membros tipicos da familia de curvas
y=ax’>+b.

16. (a) Esboce o grifico de y = a/x coma = %1, £2 e £3 em
um unico sistema de coordenadas.

(b) Esboce o grificode y = \/x +bcom b = +1, +2 e +3
em um unico sistema de coordenadas.
(c) Esboce alguns membros tipicos da familia de curvas

y = a+/x +b.

17-18 Esboce o grifico da equacdo fazendo as transformagdes

apropriadas no grafico de uma fungdo poténcia basica. Confira seu
trabalho com um recurso grafico. M

17. (@) y=2(x+ 1) (b) y=—3(—2)}

-3 1
© y= G2 @ y= T
18. (a) y=1—+/x+2 b y=1—Ix+2
(C))’:m (d)y=m

19. Esboce o grifico de y = x?> 4+ 2x completando o quadrado e

fazendo as transformagdes apropriadas no grafico de y = x%.

20. (a) Use o grifico de y = /X para ajudar a esbogar o grifico

dey = +/lx|.
(b) Use o grifico de y = .J/x para ajudar a esbocar o grifico
dey = Jx[.

21. Conforme discutido nesta se¢@o, a lei de Boyle estabelece que,
a uma temperatura constante, a pressao P exercida por um gas
estd relacionada ao volume V pela equagdo PV = k.

(a) Encontre as unidades apropriadas para a constante k
se a pressdo (que € forca por unidade de drea) for em
newtons por metro quadrado (N/m?) e o volume, em
metros cibicos (m?).

(b) Encontre k se o gds exercer uma pressio de 20.000 N/m?
quando o volume for de 1 litro (0,001 m3).

(c) Faga uma tabela que mostre as pressdes para volumes de
0,25;0,5;1,0; 1,5 € 2,0 litros.

(d) Faca um grafico de P versus V.

22. Um fabricante de recipientes impermeabilizados de papeldo
para bebidas quer construi-los na forma de um paralelepipe-
do fechado com base quadrada e capacidade de 1/10 litro
(100 cm®). Dé uma estimativa para as dimensdes do reci-
piente que requer a menor quantidade de material para sua
fabricag@o.

23-24 Uma varidvel y se diz ser inversamente proporcional ao
quadrado de uma varidvel x se y estiver relacionada com x por uma
equagio da forma y = k/x? em que k é uma constante nio nula
denominada constante de proporcionalidade. Essa terminologia é
usada nestes exercicios. M

23. De acordo com a lei de Coulomb, a for¢a F de atragdo entre
duas cargas pontuais positiva e negativa € inversamente pro-
porcional ao quadrado da distancia x entre elas.

(a) Supondo que a for¢a de atrag@o entre as cargas seja de
0,0005 newton quando a distancia entre elas for de 0,3 me-
tro, encontre a constante de proporcionalidade (com uni-
dades apropriadas).

(b) Encontre a forga de atracdo das cargas pontuais quando
elas estiverem a 3 metros uma da outra.

(c) Faca um grafico da forga versus distancia para as duas
cargas.



(d) O que acontece com a forga se as particulas ficarem cada
vez mais perto uma da outra? O que acontece se ficarem
cada vez mais longe uma da outra?

24. Segue a partir da Lei da Gravitagdo Universal de Newton que
o peso P de um objeto, em relagdo a Terra, € inversamente pro-
porcional ao quadrado da distancia x entre o objeto e o centro
da Terra, isto é, P = C/x%.

(a) Supondo que um satélite meteoroldgico pese 900 kg na
superficie da Terra e que a Terra seja uma esfera com raio
de 6.400 km, ache a constante C.

(b) Encontre o peso do satélite quando estiver 1.600 km acima
da superficie da Terra.

(c) Fagaum grafico do peso do satélite versus sua distancia ao
centro da Terra.

(d) H4 alguma distancia do centro da Terra na qual o peso do
satélite seja zero? Explique seu raciocinio.

25-28 Verdadeiro/Falso Determine se a afirma¢do dada € verda-
deira ou falsa. Explique sua resposta. H

25. Cada curva da familia y = 2x + b € paralela a reta y = 2x.

26. Cada curva da familia y = x*> + bx + ¢ € uma translagio do
grifico de y = x°.

27. Se uma curva passa pelo ponto (2, 6) e y € inversamente pro-
porcional a x, entdo a constante de proporcionalidade € 3.

28. As curvas da familia y = —5 sen(Amx) tém amplitude 5 e pe-
riodo 2/|A].

ENFOCANDO CONCEITOS

29. Combine a equagdo com seu grafico na figura a seguir e
determine as equagdes para as assintotas verticais e hori-

zontais.
@y= b =t
a = =
M —) M —
= d -
© vy vy G122
Ay |
|
I [ L
| [
= B i B
‘ | \’ \’\ |
| L\
Y
|
1 1T
y
} B
Il L
| L
| L
| L
} L
\\T\\o—x
111 v

Figura Ex-29
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[~130. Encontre uma equacio da forma y = k/(x> + bx + ¢) cujo
gréafico se adeque razoavelmente com o da figura abaixo.
Confira seu trabalho com um recurso grafico.

AY

Y =

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
—
=114 !
T\
| |
| |
| |
| |
| |

Figura Ex-30

31-32 Encontre uma equagdo da forma y = D + A sen Bx ou
y =D + A cos Bx para cada grafico. H

31.

y y
3 4
! [ ! |
VAV
-3 -4
Fora de escala Fora de escala

(a) (&) ()
Figura Ex-31

P oA
VA

Fora de escala

y
2 3

s AL
-1} 2n 75E/ \

Fora de escala Fora de escala

SIE!

Fora de escala
(@) () (©
Figura Ex-32

33. Em cada parte, encontre uma equagdo para o grafico que
tenha a formay =y + A sen (Bx — C).

y
y

_IL\/zn ' 9n —1|/ Nr

Fora de escala

1

Fora de escala Fora de escala

(@) (b) (©
Figura Ex-33

34. Nos EUA, as tomadas elétricas padrao fornecem uma corrente
elétrica senoidal com uma voltagem méxima de V = 120+/2
volts (V), a uma frequéncia de 60 hertz (Hz). Escreva uma
equagdo que expresse V como uma fungéo do tempo 7, supondo
que V=0ser=0.[Nota: 1 Hz = 1 ciclo por segundo.]



38 Calculo

[~/ 35-36 Encontre a amplitude e o perfodo e esboce pelo menos dois surgem no estudo de vibragdes e de outros movimentos perié-
periodos do grafico a mao. Confira seu trabalho com um recurso dicos. Expresse a equagdo
gréfico. x = 5+/3sen2nt +§ cos 2mt
35. (a) y=3sendx (b) y=—2cos nx
X na forma x = A sen(wt + 60) e use um recurso grafico para confir-
(©) y=2+cos (5) mar que ambas as equagdes m o mesmo gréfico.
36. (a) y=—1—4sen2x ®) y= % cos(3x — 1) 38. Determine o nimero de solugdes de x = 2 sen x e use um recur-
X so computacional ou grafico para obter um valor aproximado
() y=—4sen (§ + Zﬂ) dessas solugdes.

37. Equacdes da forma

x =A; sen wt + A, cos wt

¢/ RESPOSTAS DOS EXERCICIOS DE COMPREENSAO 0.3

1. par; impar; negativo 2. (—%, 4+%) 3. (a) [0,4%) (b) (=%, 4+%) (c) (0,4%) (d) (—,0)U (0, +=)
4. (a) algébrica (b) polinomial (c) nio algébrica (d) racional (e) racional 5. |A|; 27/|B|

0.4 FUNCOES INVERSAS; FUNCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Na linguagem do dia a dia, o termo “inverter” tem a conotacdo de virar em sentido contrdrio.
Por exemplo, em Meteorologia, uma inversdo térmica é uma troca das propriedades de
temperaturas usuais das camadas atmosféricas e, em Miisica, uma inversdo melddica troca
um intervalo ascendente pelo correspondente intervalo descendente. Em Matemdtica, o
termo inverter ¢ utilizado para descrever uma funcdo que troca de volta o que uma outra
funcdo faz, ou seja, cada uma desfaz o efeito da outra. Nesta secdo, discutiremos essa ideia
matemdtica fundamental. Em particular, introduziremos as funcdes trigonométricas inversas
para atacar o problema de recuperar um dngulo que possa ter produzido um certo valor de
uma fungdo trigonométrica.

B FUNCOES INVERSAS
bV y=ad+] A ideia de resolver uma equacdo y = f(x) em x como uma fun¢do de y, digamos x = g(y),
¢ uma das mais importantes na Matematica. As vezes, resolver essa equagao € um processo

y=x +1 simples; por exemplo, usando dlgebra bésica, a equagcao
- X y=sie

pode ser resolvida em x como uma fung¢éo de y:

e

A primeira equacao € melhor para calcular y se x for conhecido, e a segunda € melhor para
calcular x se y for conhecido (Figura 0.4.1).

Nosso interesse fundamental nesta secio € identificar relagdes que possam existir en-
tre as fungdes fe g quando uma funcio y = f(x) for expressa como x = g(y), ou ao contrario.
Por exemplo, consideremos as fungdes f(x) = XH+leghy) = f/m . Quando essas fun-
¢oes forem compostas em qualquer ordem, uma cancela o efeito da outra, ou seja,

sfeN =V —1=J@3+H—-1=x
fE@ON =P +1=(/y—-1)Y+1=y

Os pares de fungdes com essas duas propriedades sao tao importantes que hd uma terminolo-
Figura 0.4.1 gia especifica para elas.

ey




ADVERTENCIA

Se f é uma fungao, entdo o —1 no
simbolo f~! sempre denota a inver-
sa, e nunca um expoente; ou seja:

1
f~1(x) nunca significa ——
Sfx)

Os resultados no Exemplo 2 devem
fazer sentido intuitivo, uma vez que
as operagdes de multiplicar por 2 e
por % em qualquer ordem cancelam
uma o efeito da outra, da mesma
forma que as operagds de elevar ao
cubo e extrair a raiz cubica.
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0.4.1 DEFINICAO Se as fungdes fe g satisfazem as duas condigdes
g(f(x)) = x em cada x do dominio de f
f(g(y)) = yem cada y do dominio de g

dizemos que fe g sdo funcdes inversas uma da outra, ou entdo que f é uma inversa de g
e g é uma inversa de f.

Pode ser mostrado (Exercicio 62) que, se uma fungdo f tiver uma inversa, entdo essa
inversa serd unica. Assim, se uma fungao f tiver uma inversa, teremos o direito de falar “da”
inversa de f, caso em que passamos a denotd-la pelo simbolo f .

» Exemplo 1 As contas feitas em (1) mostram que g(y) = J/y — 1 ¢ a inversa de
f(x) = x> + 1. Assim, podemos escrever g em notacio de inversa como

o=Jy-1

e podemos escrever as equacgdes na Defini¢do 0.4.1 como

£~ Y (f(x)) = x em cada x do dominio de f

f(f~'(y)) =y em cada y do dominio de f ! @

Referimo-nos a essas equacdes como as equacdes do cancelamento de fe f~!. <

B MUDANCA DA VARIAVEL INDEPENDENTE

As férmulas em (2) usam x como a varidvel independente de e y como a varidvel indepen-
dente de f~'. Embora muitas vezes seja conveniente utilizar varidveis diferentes para fe f~!,
frequentemente € desejavel utilizar a mesma varidvel independente para ambas. Por exemplo,
se quisermos esbogar os grificos de fe de f~! juntos no mesmo sistema de coordenadas xy,
utilizaremos a mesma varidvel independente x e a mesma varidvel dependente y para ambas
as funcdes. Assim, para esbogar o grifico das fungdes f(x) = x> + le f~'(y) = &y — [ do
Exemplo 1 no mesmo sistema de coordenadas xy, trocamos a varidvel independente y para x,
usamos y como a varidvel dependente de ambas as fungdes e tragamos o grifico das equagdes

y=x3—|—1 e y=v3x—1
Adiante nesta secao voltaremos a tratar de fungdes inversas, mas, para referéncia futura,
apresentamos a seguinte reformulagdo das equagdes do cancelamento de (2) usando x como
a varidvel independente de fe de f '
f~'(f(x)) = x em cada x do dominio de f
3
F(f~'(x)) = x em cada y do dominio de £~ )
» Exemplo 2 Confirme cada uma das seguintes afirmacdes:
(a) Ainversade f(x) =2x¢é f~'(x) = %x.
(b) Ainversade f(x) =x>éf'(x) =x'/3.
Solucgao (a)
N = f712x) = 3Q2x) =x
FUH@) = f(5%) =2(3x) =x
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Em geral, se f tem uma inversa e
f(a) = b, entao o procedimento no
Exemplo 3 mostra que a = f~!(b);
ou seja, f ! leva cada saida de f de
volta para a entrada correspondente
(Figura 0.4.2).

Figura 0.4.2 Se fleva a para b, en-
tdo f~!leva b de volta para a.

Uma maneira alternativa de obter
uma férmula para f~(x) com x como
variavel independente é inverter os
papéis de x e de y logo no inicio e,
entdo, resolver a equagao x = f(y)
para y como fungao de x.

Solucgao (b)
@) =f100) = (@) =x

@) =) =Py =x «

» Exemplo 3 Sabendo que a funcdo ftem uma inversa e que f(3) = 5, encontre f ~'(5).

Solugdo  Aplicando f ~! a ambos os lados da equagdo f(3) = 5, obtemos

) =171

e agora aplicamos a primeira das equacdes de (3) para concluir que f~!(5) = 3. <«

B DOMINIO E IMAGEM DE FUNGOES INVERSAS
As equagdes em (3) implicam a seguinte relagio entre os dominios e as imagens de fe de f '

dominio de f~! = imagem de f

“)

imagem de f ~! = dominio de f

Uma maneira de mostrar que esses dois conjuntos sdo iguais € mostrar que cada um esta
contido no outro. Assim, podemos estabelecer a primeira igualdade em (4) mostrando que o
dominio de f~! é um subconjunto da imagem de fe que a imagem de f¢é um subconjunto do
dominio de f~'. Isso pode ser feito da seguinte maneira: a primeira equacdo em (3) implica
que ! estd definido em f(x) com quaisquer valores de x do dominio de f, e isso implica que
a imagem de £ é um subconjunto do dominio de f~'. Reciprocamente, se x estd no dominio
de f~!, entdo a segunda equagiio em (3) implica que x estd na imagem de f, por ser a imagem
de f~'(x). Assim, o dominio de f~' é um subconjunto da imagem de f. Deixamos a prova da
segunda equacao de (4) como um exercicio.

B UM METODO PARA ENCONTRAR FUNGOES INVERSAS

No comeco desta se¢iio, observamos que a resolucio de y = f(x) = x° + 1 em x como uma
fungdo de y produz x = f~'(y) = Iy — 1. O teorema seguinte mostra que isso nio aconte-
ceu por acaso.

0.4.2 TEOREMA Se uma equagdoy = f(x) pode ser resolvida em x como uma fungdo de
y, digamos x = g(y), entdo f tem uma inversa, e essa inversa, é g(y) =f~'(y).

DEMONSTRACAO  Substituir y = f(x) em x = g(y) dd x = g(f(x)), que confirma a primeira
equagdo da Definicdo 0.4.1, e substituir x = g(y) em y = f(x) dd y = f(g(y)), que confirma a
segunda equacio da Defini¢do 0.4.1.

O Teorema 0.4.2 nos dd o seguinte procedimento para encontrar a inversa de uma funcdo.

Um Procedimento para Encontrar a Inversa de uma Funcgdo f
Passo 1. Escreva a equagdo y = f(x).
Passo 2. Se possivel, resolva essa equagdo em x como fungao de y.

Passo 3. A equagcio resultante serd x = f~!(y), que fornece uma férmula para f ~!' com
variavel independente y.

Passo 4. Se y for aceitdvel como varidvel independente da fun¢do inversa, problema re-
solvido; se quisermos ter x como varidvel independente, precisamos trocar x
com y na equacio x = f~!(y) para obter y = f ~!(x).
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» Exemplo 4 Encontre uma férmula para a inversa de f(x) = +/3x — 2 com varidvel in-
dependente x e dé o dominio de f~".

Solucido Seguindo o procedimento dado anteriormente, comecamos escrevendo

y=+3x-2
Em seguida, resolvemos essa equacao em x como funcao de y:
y2=3x -2
x=307+2)
e obtemos
0 =307+2) (5)

Como queremos que a variavel independente seja x, trocamos x e y em (5) para obter a férmula
[ =362 +2) (6)

Sabemos, a partir de (4), que o dominio de f ~! € a imagem de f. Em geral, isso ndio precisa ser
igual a0 dominio natural da férmula para f ~!. De fato, nesse exemplo, o dominio natural de (6)
¢ dado por (—%, +), enquanto a imagem de f(x) = +/3x — 2 € [0, 4-2°). Assim, se quisermos
especificar o dominio de f ~!, devemos d4-lo explicitamente reescrevendo (6) como

Mo =512+2), x>0 <

B EXISTENCIA DE FUNGAO INVERSA
O procedimento que acabamos de dar para encontrar a inversa de uma funcao foi baseado
na resolugdo da equagdo y = f(x) em x como fung¢do de y. Esse procedimento pode falhar
por duas razdes: a fungado f pode ndo ter uma inversa, ou tem uma inversa, mas a equagao
y = f(x) ndo pode ser resolvida explicitamente em x como func¢do de y. Assim, € impor-
tante estabelecer condi¢des que garantam a existéncia de uma inversa, mesmo se ndo for
possivel encontra-la explicitamente.

Se uma funcdo f tem uma inversa, entao ela deve associar saidas distintas a entradas
distintas. Por exemplo, a fun¢io f(x) = x* ndo pode ter uma inversa porque associa o mes-
mo valorax =2eax = —2, asaber,

f@Q)=f(=2)=4
Assim, se f(x) = x? tivesse uma inversa, entio a equagio f(2) = 4 implicaria que f ~!(4) =2
e a equacio f(—2) = 4 implicaria que f~'(4) = —2. No entanto, isso é impossivel, porque

f~%4) ndo pode ter dois valores diferentes. Outra maneira de ver que f(x) = x> nio tem
inversa € tentar encontrar uma inversa resolvendo a equacio y = x> em x como funcio de
v. Imediatamente nos deparamos com a equagio x = £,/y, que ndo expressa x como uma
funcao bem definida de y.

Uma fun¢do que associa saidas distintas a entradas distintas ¢ denominada injetora, ou
invertivel. Pelo que acabamos de discutir, se uma fun¢do tem uma inversa, entdo ela deve ser
injetora. A reciproca também ¢ verdadeira, e estabelecemos o seguinte teorema:

0.4.3 TEOREMA Uma funcdo tem uma inversa se, e somente se, f € injetora.

Algebricamente, isso significa que uma funcéo € injetora se, e somente se, f(x1) # f(x2)
sempre que x; # xp; geometricamente, uma funcio € injetora se, e somente se, o grafico de
y = f(x) € cortado, no mdximo, uma tnica vez por qualquer reta horizontal (Figura 0.4.3).
Essa ultima afirmagao, junto com o Teorema 0.4.3, produz o seguinte teste geométrico para
determinar se uma fung@o tem uma inversa.
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Figura 0.4.3

[35) WOS IR
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X

3-2-1 01 2 3 4 5 6
Figura 0.4.6

A fungio f(x) = x> na Figura 0.4.5 é
um exemplo de uma fungéo crescen-
te. D& um exemplo de uma funcéo
decrescente e calcule sua inversa.

f(xz) y=f(x)

Fo) flxp) = f(x)

_>< -
b P —
[N

|
|
\
\
X1 X

E injetora, uma vez que N&o € injetora, uma vez que
) # f(x) se x; #x, f&ep)=fx) ex #x,

0.4.4 TEOREMA (O Teste da Reta Horizontal) Uma fungdo tem uma inversa se, e so-
mente se, seu grdfico é cortado, no mdximo, uma unica vez por qualquer reta horizontal.

» Exemplo5 Use o teste da reta horizontal para mostrar que f(x) = x> ndo tem uma inver-
sa, mas que f(x) = x° tem.

Solucdo A Figura 0.4.4 mostra uma reta horizontal que corta o grafico de y = x> mais
de uma vez, de modo que f(x) = x* ndo € invertivel. A Figura 0.4.5 mostra que o grifico
de y = x* é cortado, no maximo, uma tinica vez por qualquer reta horizontal, de modo que
fx) = x> & invertivel. [Lembre, do Exemplo 2, que a inversa de f(x) = xXé f ) =x'3] «

v =<

\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
| |
) 2

Figura 0.4.4 Figura 0.4.5

» Exemplo 6 Explique por que a fungdo cujo grafico estd na Figura 0.4.6 tem uma inversa
e 0btenhaf’1(3).

Solugcdo A funcéo ftem uma inversa uma vez que seu grafico passa pelo teste da reta ho-
rizontal. Para calcular f ~!(3), consideramos f ~!(3) como aquele niimero x com o qual f(x) =
3. A partir do grifico, vemos que f(2) = 3; logo, f!(3) = 2. «

B FUNCOES CRESCENTES OU DECRESCENTES SAO INVERTIVEIS

Uma fung@o cujo grifico estd sempre crescendo quando percorrido da esquerda para a direita
é denominada funcdo crescente, e uma funcgio cujo grafico esta sempre decrescendo quando
percorrido da esquerda para a direita € denominada funcgdo decrescente. Se x; e x, s3o pontos
do dominio de f, entdo f € crescente se

f(x1) < f(xp) sempre que x; < X,
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y=x

—Af————-9 (a,b)

|
|
|
| x
1

Os pontos (a, b) e (b, a) sdo
reflexdes por y = x.

Figura 0.4.8

y

y=f"@ e

Os gréficos de fe de f~! s@o
reflexdes por y = x.

Figura 0.4.9
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e f € decrescente se
f(x1) > f(xy) sempre que x| < X,

(Figura 0.4.7). E geometricamente evidente que funcdes crescentes e decrescentes passam no
teste da reta horizontal e, portanto, sdo invertiveis.

Y Y
Crescente

Decrescente

Jx) < flx,) sex <x, Sx) > flx,) sex <x,

Figura 0.4.7

B GRAFICO DAS FUNGOES INVERSAS
Nosso préximo objetivo é explorar a relagio entre os graficos de fe f~!. Com esse propésito,
serd desejdvel usar x como a varidvel independente para ambas as funcdes, para podermos
comparar os grificos de y =f(x) e y = f~'(x).

Se (a, b) for um ponto no grifico y = f(x), entdo b = f(a). Isso € equivalente a afirmativa
de que a = f~!(b), a qual significa que (b, @) é um ponto no grafico de y = f ~'(x). Em resumo,
inverter as coordenadas de um ponto no gréfico de f produz um ponto no gréfico de f~!. Analo-
gamente, inverter as coordenadas de um ponto no grifico de f~! produz um ponto no grafico de f
(verifique). Contudo, o efeito geométrico de inverter as coordenadas de um ponto € refletir aque-
le ponto pela reta y = x (Figura 0.4.8), portanto os grificos de y = f(x) e y = f ! (x) sdo reflexdes
um do outro em relag@o a essa reta (Figura 0.4.9). Em resumo, temos o seguinte resultado.

0.4.5 TEOREMA Se f tiver uma inversa, entdo os grdficos de y =f(x) e y = f ' (x) sdo
reflexdes um do outro em relagdo a reta'y = x; isto é, cada um é a imagem espelhada do
outro em relagdo aquela reta.

> Exemplo 7 A Figura 0.4.10 mostra os graficos das fun¢des inversas discutidas nos
Exemplos 2 e 4. «

s, y=x y
/

=
N
=

Figura 0.4.10
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B RESTRINGINDO DOMINIOS PARA A INVERTIBILIDADE
Se uma func¢do g for obtida a partir de uma funcéo f pela imposicao de restri¢cdes sobre o do-
minio de f, entdo diremos que g € uma restricdao de f. Assim, por exemplo, a funcio

g(x) =x, x>0

¢ uma restricdo da funcfo f(x) = x>. Mais precisamente, dizemos que g € a restricio de x> ao
intervalo [0, +).

As vezes ¢ possivel criar uma fungdo invertivel a partir de uma funcio que nio € inver-
tivel pela restri¢io apropriada do dominio. Por exemplo, ja vimos que f(x) = x? nio € inver-
tivel. Contudo, considere as funcdes restritas

fl(x)zxz, x>0 e fz(x)zxz, x<0

A unio dos graficos dessas duas fungdes € o grafico completo de f(x) = x* (Figura 0.4.11).
Cada uma dessas fungdes restritas € injetora (portanto invertivel), pois seu grafico passa no
teste da linha horizontal. Como ilustra a Figura 0.4.12, suas inversas sao

Al =vx e ') =-vx

Figura 0.4.11 Figura 0.4.12

B FUNCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Um problema comum em Trigonometria € obter um angulo x a partir de um valor conhecido
de sen x, de cos x ou de alguma outra fung¢ao trigonométrica. Lembre-se de que problemas
desse tipo envolvem o célculo de “funcdes arco”, tais como arc sen x, arc cos x e assim por
diante. Vamos terminar esta se¢@o estudando essas func¢des arco do ponto de vista de fungdes
inversas gerais.

As seis fungdes trigonométricas bdsicas ndo tém inversas pois seus graficos se repetem
periodicamente e, portanto, ndo passam no teste da reta horizontal. Para evitar esse problema,
restringimos os dominios das fungdes trigonométricas para obter fun¢des injetoras e depois
definir as “funcdes trigonométricas inversas” como as inversas dessas fungdes restritas. A
parte superior da Figura 0.4.13 mostra geometricamente como impor essas restricdes a sen
X, COS X, tg x e sec x, e a parte inferior mostra o grafico correspondente das fungdes inversas

arc sen x, arc cos x, arc tg X, arc sec x

1 1

(que também poderiam ser denotadas por sen™'x, cos~'x, tg~'x, sec~'x, pritica que ndo serd
adotada aqui). As inversas de cotg x e de cossec x s2o de menor importancia e serdo conside-
radas nos exercicios.
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y = arc sen x

Figura 0.4.13

Se o leitor encontrar dificuldades
para visualizar a correspondéncia
entre as partes superior e inferior da
Figura 0.4.13, deve lembrar que uma
reflexdo pela reta y = x transforma
retas verticais em retas horizontais e
vice-versa, convertendo cortes com
0 eixo x em cortes com o eixo y e
vice-versa.

As defini¢des formais seguintes resumem a discussao precedente.

0.4.6 DEFINICAO A fung@o arco seno, denotada por arc sen, € definida como sendo a
inversa da funcdo seno restrita

sen x, —m/2<x<m/2

0.4.7 DEFINICAO A funcdo arco cosseno, denotada por arc cos, € definida como sendo
a inversa da funcio cosseno restrita

COoS X, O0<x<m

0.4.8 DEFINICAO A funcido arco tangente, denotada por arc tg, é definida como sendo
a inversa da fung@o tangente restrita

tg x, —r/2 <x<m/2

0.4.9 DEFINICAO* A funcdo arco secante, denotada por arc sec, € definida como sendo
a inversa da fungdo secante restrita

Sec X, O<x<mcomux # /2

* Ndo hd um acordo universal sobre a definic@o de arc sec x, e alguns matemdticos preferem restringir o dominio de sec x de tal for-
maque 0 <x < /2 ourn <x < 37/2, defini¢do usada em algumas edi¢des anteriores deste livro. Cada defini¢do tem vantagens e
desvantagens, mas mudamos para a defini¢do corrente por estar de acordo com a convengao usada pelos programas Mathematica,
Maple e Sage.
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1+
/\*)5 —_——y—
1111 L1111 L1111 | X

_ln _In T 5m
6 6 =6 6 i

Figura 0.4.14

DOMINIO DA TECNOLOGIA

Use o manual de seu recurso com-
putacional para determinar como cal-
cular inversas de senos, cossenos e
tangentes e, entao, confirme a Equa-
¢ao (9) numericamente, mostrando
que

arc sen 0,5 ~ 0,523598775598...
~ 1/6

Se x = arc cos y for visto como um
angulo medido em radianos cujo cos-
seno é y, em qual quadrante pode
estar x? Responda a mesma questao
para

X=arctgy € x=arcsecy.

A Tabela 0.4.1 resume as propriedades basicas das funcdes trigonométricas inversas
que vimos. O leitor deve confirmar que os dominios e imagens listados nessa tabela sdo con-
sistentes com os graficos mostrados na Figura 0.4.13.

Tabela 0.4.1
PROPRIEDADES DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

FUNCAO DOMINIO IMAGEM RELACOES BASICAS

arc sen [—1,1] [-7/2, /2] arc sen(sen x) =xse —m/2<x<1m/2
sen(arc senx) =xse —1 <x <1

arc cos [—1,1] [0, 7] arc cos(cosx) =xse 0<x<m
cos(arccosx) =xse —1 <x <1

arc tg [—oe, +0] (-m/2, /2) arctg(tgx) =xse —mw/2<x<m/2

tg(arc tg x) = xse —%© < x < +*

arc sec (=0, =1] [1, +) [0, /2) U (7/2, ] arc sec(sec x) =xse 0<x<m x#m/2

sec(arc sec x) = x se [x] > 1

B CALCULANDO FUNGCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS
Um problema comum em Trigonometria é encontrar um angulo cujo seno seja conhecido.

Por exemplo, podemos querer encontrar um angulo x medido em radianos, tal que

senx =1 ™

e, mais geralmente, para um dado valor de y no intervalo —1 <y < 1 podemos querer resol-
ver a equacao
senx =y @

Como sen x repete-se periodicamente, tais equacdes tém uma infinidade de solucdes em x;
entretanto, se resolvermos essa equacio como

X =arcseny

entdo isolamos a solucdo especifica que estd no intervalo [—m/2, /2], uma vez que essa € a va-
riagdo da inversa do seno. Por exemplo, a Figura 0.4.14 mostra quatro solu¢des da Equagdo (7), a
saber, —117/6, =77 /6, w/6 e 5/6. Uma delas, 7/6, € a solugdo no intervalo [—/2, /2], logo

arc sen (3) = /6 )

Em geral, se considerarmos x = arc sen y como um angulo medido em radianos cujo
seno € y, entdo a restricdo —/2 < x < /2 impde a exigéncia geométrica de que o angulo x
em posi¢ao padrdo esteja no primeiro ou no quarto quadrantes, ou em um dos eixos adjacen-
tes a esses quadrantes.

» Exemplo 8 Encontre os valores exatos de

(a) arc sen(1/+4/2) (b) arc sen (=1)

por inspe¢do e confirme numericamente seus resultados usando um recurso computacional.

Solucdo (@) Comoarcsen(1/+/2) > 0,podemos ver x=arc sen (1/~/2 ) como aquele Angu-
lo no primeiro quadrante tal que sen x = 1/+/2. Assim, arc sen (1/+/2) = 7/4.Podemos con-
firmar isso com um recurso computacional, mostrando que arc sen (1/ V2 ) &~ 0,785 ~ m/4.

Solugdao (b) Como arc sen (—1) < 0, podemos ver x = arc sen (—1) como aque-
le angulo no quarto quadrante (ou um eixo adjacente) tal que sen x = —1. Assim,
arc sen (—1) = —m/2. Podemos confirmar isso com um recurso computacional, mostrando
que arc sen (—1) ~ —1,57 ~ —m/2. 4
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DOMINIO DA | A maioria das calculadoras ndo tem um método direto para calcular a inversa da secante. Em tal situacéo, a
TECNOLOGIA | identidade

arc sec x = arc cos (1/x) (10)
& util (Exercicio 50). Use essa férmula para mostrar que
arc sec (2,25) ~ 1,11 e arc sec (—2,25)~ 2,03

Se vocé tiver um recurso computacional (tal como um CAS) que possa encontrar arc sec x diretamente, use-o
para conferir esses valores.

B IDENTIDADES PARA FUNGCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Se interpretamos arc sen x como um angulo medido em radianos cujo seno € x, e se esse an-
gulo for ndo negativo, entdao podemos representar arc sen x geometricamente como um an-
gulo em um tridngulo retangulo no qual a hipotenusa tem comprimento 1 e o lado oposto ao
angulo de arc sen x, comprimento x (Figura 0.4.15a). Além disso, o angulo sem indicacdo na
Figura 0.4.15a € igual a arc cos x, pois o cosseno daquele angulo € x e o lado sem indicagao
daquela figura tem comprimento +/1 — x2 pelo Teorema de Pitdgoras (Figura 0.4.15b) Esse
tridngulo motiva vdrias identidades uteis, envolvendo fungdes trigonométricas inversas que
valem com —1 < x < 1. Por exemplo:

b4
arcsenx+arccosx=5 (11)

cos (arc sen x) = v/ 1 — x2 (12)
sen (arc cos x) = v/ 1 — x2 (13)

X

V1—x2

tg (arc sen x) = (14)

Nao se ganha nada memorizando Analogamente, arc tg x e arc sec x podem ser representadas como angulos dos triangulos re-
ey —— tangulos mostrados nas Figuras 0.4.15¢ e 0.4.15d (verifique). Esses tridngulos revelam mais

compreender o método que foi usado identidades uteis, por exemplo:
para obté-las.

sec (arctgx) = v/ 1 + x2 (15)

21

X
sen (arcsecx) = — (x> 1) (16)
X
1 1 _~arc cos x 1+x2 X
X X X x2—1
arc sen x arc sen x arc tg X arc sec x
V1 -x2 1 1
(@) (b) (0) (d)

Figura 0.4.15

OBSERVA(;Z\O A técnica do triangulo nem sempre produz a forma mais geral de uma identidade. Por exemplo, no Exercicio 61 pe-
dimos para o leitor deduzir a seguinte extensao da Férmula (16) que é valida tanto para x < —1 quanto para x > 1:

x2—1
sen (arc sec x) = ——— (x| > 1) amn

x|

A partir da Figura 0.4.13, observe que as inversas do seno e da tangente sdo fungdes
impares; isto €,

arc sen (—x) = —arcsenx e arctg(—x)= —arctgx (18-19)
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» Exemplo 9 A Figura 0.4.16 mostra um grafico gerado por computador da funcao
y = arc sen (sen x). Seria possivel pensar que esse grafico deva ser a reta y = x, uma vez
que arc sen (sen x) = x. Por que isso ndo acontece?

Solucd@o A relagio arc sen (sen x) = x é vdlida no intervalo —7/2 < x < 7/2; logo, podemos
dizer, com certeza, que os graficos de y = arc sen (sen x) e y = x coincidem nesse intervalo (o
que € confirmado pela Figura 0.4.16). Contudo, fora desse intervalo, a relagio arc sen (sen x) =
x ndo precisa ser valida. Por exemplo, se x estiver no intervalo /2 < x < 37/2, entdo a quan-
tidade x — 7 estard no intervalo —7/2 < x < /2 e, portanto,

arcsen [sen (x —m)]=x—1

Assim, usando a identidade sen (x — ) = — sen x e o fato de que arc sen € uma funcio impar,
podemos expressar arc sen (sen x) como

arc sen (sen x) = arc sen[—sen(x — )] = —arc sen[sen(x — )] = —(x — 7)

Isso mostra que, no intervalo /2 < x <3m/2, 0 grafico de y = arc sen (sen x) coincide com areta
y = — (x — m), que tem inclinagdo —1 e um corte no eixo x em x = 7, o que estd de acordo
com a Figura 0.4.16. «

AY

Figura 0.4.16

l/ EXERCICIOS DE COMPREENSAO 0.4 (Ver pdgina 52 para respostas.)

1. Em cada parte, determine se a fungdo f € injetora. 4. Em cada parte, determine o valor exato sem utilizar recursos

(a) f(r) € ontimero de pessoas na fila de um cinema no instan- computacionais.
te de tempo z. (a) arcsen (—1)=
(b) f(x) € a temperatura maxima medida (arredondada até o (b) arctg(l) =
°C mais préximo) em uma cidade no x-ésimo dia do ano. (c) arc sen (%ﬁ ) —
(¢) f(v) € o peso de v centimetros cibicos de chumbo. (d) arc cos (%) _
. Um estudante digita um nimero em uma calculadora, toma (e) arcsec (—2)=
0 dobro,. soma 8 ao~ resultado, divide a .soma por 2, SUb,tral 3 5. Em cada parte, determine o valor exato sem utilizar recursos
do quociente e, enta(j, toma} o cubo ('ia'dlferf%n(';a. Se o nimero computacionais.
resultan?e for x, entdo o nimero original digitado pelo estu- (a) arc sen (sen 77/7) =
dante foi (b) arcsen (sen S/7) =
. Se (3, —2) é um ponto no grifico de uma fungio f fmpar inver- (c) arctg(tg 137/6) =
tivel, entio e sdo pontos no grafico (d) arc cos (cos 127/7) =
def 1.
EXERCICIOS 0.4 Recurso Grafico

1. Em (a)—(d), determine se f'e g sdo fungdes inversas. 2. Verifique suas respostas para o Exercicio 1 com um recurso
(a) f(x)=4x, gx)= %x grafico computacional, determinando se os graficos de fe g
(b) f(x)=3x+1,g(x) =3x—1 sdo reflexdes um do outro em relagdo a reta y = x.

3

© f)=Vx=2, glx) =x>+2 3. Em cada parte, use o teste da reta horizontal para determinar se

@ fO)=x% gx)=x

a funcdo f € injetora.



b) fx)=~vx—1

@ f)=x

() f(x)=senx

Em cada parte, gere o grifico da fun¢do f com um recurso gra-

fico computacional e determine se f'€ injetora.
@ f=x=3x+2 () fO)=x—3x"+3x—1

(@) f)=3x+2
(©) f(x) = lx]
) fx)=x>—2x+2

I~ 4.

ENFOCANDO CONCEITOS

5. Em cada parte, determine se a fungao f definida pela tabela
¢ injetora.

(a)

X 1 2|3 4 5 6

fo| 2101|213

b
()x123456

f@| 4|76 |-3]1]4

6. A face de um relégio quebrado caiu inteira no plano xy com
o centro do reldgio na origem e as 3 horas na dire¢do do
eixo x positivo. Quando o relégio quebrou, a ponta do pon-
teiro das horas parou no grafico de y = f(x), onde f ¢ uma
fungio que satisfaz f(0) = 0.

(a) Existem algumas horas do dia que ndo podem ocorrer
em uma tal configuracéio? Explique.

(b) Como € afetada sua resposta a (a) se f deve ser uma
func¢do invertivel?

(c) Como sao afetadas suas respostas a (a) e (b) se foi a pon-
ta do ponteiro dos minutos que parou no grafico de f?

7. (a) A figura abaixo mostra o grifico de uma funcéo f sobre
seu dominio —8 < x < 8. Explique por que f tem uma
inversa e use o grafico para encontrar f ~'(2), f~!(=1) e
770

(b) Encontre o dominio e a imagem de f~'.
(c) Esboce o grifico de f~.

-8-7-6-5-4-3-2-1 01 23 456738

Figura Ex-7
8. (a) Explique por que a funcio f, cujo gréfico estd na figura
abaixo, ndo tem inversa em seu dominio —3 < x < 4.

(b) Subdivida o dominio em trés intervalos adjacentes so-
bre cada um dos quais a fungdo f tem uma inversa.

AY

Figura Ex-8
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9-16 Encontre uma férmula para f~'(x). W

1
10. f(x) = ifl

12. f(x)= J4x 2
4. f(x)=5/(x*4+1),x>0

9. fx)=Tx—6

11. f(x)=3x-5
13. f(x)=3/x% x<0

15. f(r) = 5/2—x, x<2
C = 1/x, x>2
16. f(x) 2x, x<0
. fx) =

x2, x>0

17-20 Encontre uma férmula para f~'(x) e dé o dominio da
funciof~!. M

17. f)=@x+2)*% x>0
18. f(x) =+/x+3
20. f(x)=x—5x%, x>1

19. f(x) =—+3—-2x

21. Sejaf(x) = ax’ + bx + ¢, com a > 0. Encontre f ~! se o domi-
nio de f for restrito a

(@) x> —b/(2a) (b) x < —b/(2a)

ENFOCANDO CONCEITOS

22, A férmula F = gC + 32, com C > —273,15, expressa a
temperatura em Fahrenheit /' como uma fun¢@o da tempe-
ratura em Celsius C.

(a) Encontre uma férmula para a fungdo inversa.
(b) Descreva em palavras o significado da fung@o inversa.
(c) Encontre o dominio e a imagem da fun¢@o inversa.

23. (a) Um metro € aproximadamente 6,214 x 10~* milhas.
Encontre uma férmula y = f(x) que expresse o compri-
mento x em metros como uma fun¢do de mesmo com-
primento y em milhas.

(b) Encontre uma férmula para a fung@o inversa de f.
(c) Em termos praticos, o que significa a férmula x = f~'(y)?

24. Sejam f(x) =x* x> le g(x) = /.
(a) Mostre que f(g(x)) =x,x>1e g(f(x)) =x,x> 1.
(b) Mostre que f'e g ndo sdo inversas uma da outra provan-
do que os graficos dessas fungdes nio sdo reflexdes um
do outro em relag@o areta y = x.
(c) Aspartes (a) e (b) se contradizem? Explique.

25. (a) Mostre que f(x) = (3 — x)/(1 — x) € a sua prépria
inversa.
(b) O que o resultado de (a) diz sobre o grafico de f?

26. Esboce o grdfico de uma fun¢do que € injetora em
(—%0, +0o0), embora nao crescente em (—%, 4+%) e nao de-
crescente em (—, +00),

27. Sejaf(x) = 2x> 4+ 5x + 3. Encontre x se f ~'(x) = 1.
3

28. Seja f(x) = x2X7+1 Encontre x se f~'(x) = 2.
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29. Prove que, se a> + bc # 0, entdio o grafico de

¢é simétrico em relacdo aretay = x.

30. (a) Prove que, se fe g forem injetoras, entdo a composicdo
fo gtambém o é.
(b) Prove que, se f'e g forem injetoras, entdo

(fog) =g of™!
31-34 Verdadeiro/Falso Determine se a afirmacdo dada € verda-
deira ou falsa. Explique sua resposta. H
31. Se f for uma funcdo invertivel tal que f(2) = 2, entdo
'@ =3
32. Sefe g forem fungdes inversas, entdo f'e g tém o mesmo dominio.
33. Uma fungdo injetora € invertivel.

34. A imagem da fungdo arco tangente € o intervalo —m/2 <y <
/2.

35. Dado que 6 = arc tg (%), encontre os valores exatos de sen 6,
cos 6, cotg 6, sec 0 e cossec 6.

36. Sabendo que 0 = arc sec 2,6, encontre o valor exato de sen 6,
cos 0, tg 0, cotg 0 e cossec 6.

37. Com quais valores de x € verdade que:
(a) arccos (cosx)=x (b) cos (arc cos x) = x
(c) arctg(tgx)=x (d) tg(arctgx) =x
38-39 Encontre o valor exato da quantidade dada. M
38. sec[arc sen (—32)] 39. sen[2arc cos (2)]
40-41 Complete as identidades usando o método do tridngulo
(Figura 0.4.15). W

40. (a) sen (arc cos x) ="?
(c) cossec (arc tgx) ="?

(b) tg(arccosx)=7?
(d) sen (arctgx)=7?

41. (a) cos(arctgx)="7?
(c) sen (arc sec x) = ?

(b) tg(arccosx)=7?
(d) cotg (arc sec x) = ?

42. (a) Useum recurso grafico computacional ajustado para medir
radianos para fazer tabelas dos valores de y = arc sen x e
y=arc cos xcomx = —1; — 0,8; —0,6;...; 0; 0,2;...; 1. Ar-
redonde suas respostas para duas casas decimais.

(b) Plote os pontos obtidos em (a) e use-0s para esbogar os gra-
ficos de y = arc sen x e y = arc cos x. Confirme que seus
esbocos estdo de acordo com aqueles da Figura 0.4.13

(c) Use seu recurso computacional para fazer o grafico
y = arc sen x e y = arc cos x; confirme que os graficos
estdo de acordo com aqueles da Figura 0.4.13.

43.

Em cada parte, esboce o grifico e verifique seu trabalho com
um recurso grafico computacional.

— _ 1
(a) y=arc sen 2x (b) y=arctgsx

44. A lei dos cossenos afirma que

2 =a*+b*>—2abcos 6

onde a, b e ¢ sdo os comprimentos dos lados de um tridngulo e
0 € o angulo formado pelos lados a e b. Obtenha 6, até o grau
mais proximo, para o tridngulocoma =2, b =3ec=4.

45-46 Use um recurso computacional para aproximar a solugio da
equagdo. Quando forem usados radianos, expresse sua resposta com
quatro casas decimais; quando forem usados graus, expresse-a até o
décimo de grau mais proximo. [Nota: Em cada parte, a solugdo ndo
estd na imagem da func@o trigonométrica inversa pertinente.] M

45. (a) senx =037, 7/2 <x<m
(b) senf=—0,61, 180° < 0 < 270°

46. (a) cosx=—0,85 m<x<3m/2
(b) cos#=0,23, —90° <6 < 0°

ENFOCANDO CONCEITOS

47. (a) Use um recurso computacional para calcular o valor de
arc sen (arc sen 0,25) e arc sen (arc sen 0,9) e explique
o que pode estar acontecendo no segundo calculo.
(b) Com quais valores de x no intervalo —1 < x < 1 seu re-
curso computacional produz um valor real para a fun-
¢do arc sen(arc sen x) ?

48. Um jogador de futebol chuta uma bola com uma velocidade
inicial de 14 m/s em um angulo € com o plano horizontal
(ver figura abaixo). A bola cai no chio a uma distancia de
18 m depois do chute. Se a resisténcia do ar for desprezada,
entdo a bola terd uma trajetdria parabdlica e o alcance hori-
zontal R serd dado por

2
R = v—senZ@
8

onde v € a velocidade inicial da bola e g € a aceleracdo da
gravidade. Usando g = 9,8 m/sz, aproxime dois valores de
6, até o grau mais proximo, segundo os quais a bola poderia
ter sido chutada. Qual angulo resultaria em um tempo me-
nor de permanéncia no ar? Por qué?

Figura Ex-48

49-50 A funcgéo arc cotg x € definida como sendo a inversa da
funcdo cotangente restrita

cotgx, O<x<m

e a funcdo arc cossec x € definida como sendo a inversa da fun-
¢do cossecante restrita

cossecx, —m/2<x<m/2, x#0

Use essas defini¢des em todos os exercicios subsequentes que
envolverem essas funcoes. M

49. (a) Esboce os gréficos de arc cotg x e arc cossec x.
(b) Obtenha o dominio e a imagem de arc cotg x e de
arc COssec X.






