


Introducao

Os algoritmos sdo o cerne da computacdo. Este capitulo
introdutdrio procura ressaltar a importancia da
complexidade e dos métodos de projeto e analise de
algoritmos. Partindo da ideia de que um programa
codifica um algoritmo para ser executado em um
computador e assim resolver um problema,

é fundamental que os resultados sejam produzidos com
dispéndios de tempo e de meméria razoaveis.

E a anlise da complexidade que permite a

rejeicao de algoritmos mais simples, cujo esforco de
computacao tornam impraticaveis e permite a escolha de
algoritmos mais elaborados e eficientes. Dai depreende-se a
importancia de projeto e analise de algoritmos,

com énfase em complexidade.
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1.1 -—+ a complexidade no desempenho de algoritmos

Um algoritmo (por exemplo, um programa) é um procedimento, consistindo em um conjunto
de regras ndao ambiguas, as quais especificam, para cada entrada, uma sequéncia finita de
operacdes, terminando com uma safda correspondente.

Um algoritmo resolve um problema quando, para qualquer entrada, produz uma resposta
correta, se forem concedidos tempo e memdria suficientes para sua execucdo. O fato de um
algoritmo resolver (teoricamente) um problema nao significa que seja aceitavel na pratica. Os
recursos de espaco e tempo requeridos tém grande importancia em casos praticos.

tabela 1.1.1 Tamanho do problema x tempo de execucéo

n Método de Cramer Método de Gauss
2 22 us 50 us

3 102 us 150 us

4 456 us 353 us

5 2,35 ms 666 us

10 1,19 min. 4,95 ms

20 15225 séculos 38,63 ms

40 5.1033 séculos 0,315s

As vezes, o algoritmo mais imediato esta longe de ser razodvel em termos de eficiéncia. Um
exemplo é o caso da solucdo de sistemas de equacdes lineares. O método de Cramer, calcu-
lando o determinante por sua definicdo, requer dezenas de milhdes de anos para resolver um
sistema 20 x 20. Um sistema como esse pode ser resolvido em tempo razoavel pelo método
de Gauss. A tabela 1.1.1 mostra o desempenho desses dois algoritmos que calculam o deter-
minante de uma matriz n x n, considerando tempos de operacdes de um computador real.

O crescente avanco tecnoldgico, permitindo a criagdo de maquinas cada vez mais rapidas,
pode, ingenuamente, parecer ofuscar a importancia da complexidade de tempo de um algo-
ritmo. Entretanto, acontece exatamente o inverso. As maquinas, tornando-se mais rapidas,
passam a poder resolver problemas maiores, e é a complexidade do algoritmo que determina
0 novo tamanho maximo de problema que pode ser resolvido. Para um algoritmo rapido,
qualquer melhoria na velocidade de execucdo das operacdes basicas é sentida, e o conjunto
de problemas que podem ser resolvidos por ele aumenta sensivelmente. Esse impacto é me-
nor no caso de algoritmos menos eficientes.

Para ilustrar, consideremos o impacto de um aumento de velocidade sobre alguns algoritmos.
Inicialmente, examinemos um algoritmo com tempo linear: o tempo de execucdo é propor-
cional ao tamanho da entrada. Suponhamos que, em uma maquina, num certo periodo ma-
ximo de tempo toleravel, ele resolve problemas de tamanho maximo x;. Em um computador
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dez vezes mais rapido, o mesmo algoritmo, no mesmo tempo, resolverd um problema de
tamanho dez vezes maior, isto é,10 ;.

Considere agora um algoritmo com tempo quadratico, levando tempo proporcional a n?
para uma entrada de tamanho n. Suponha um problema cujo tamanho maximo de proble-
ma que pode ser resolvido num tempo t na maquina mais lenta é xs: ><3Z = t. Agora suponha
a maquina dez vezes mais rapida, ou equivalentemente, um tempo 10t na maquina mais
lenta. O tamanho de problema resolvido sera vy, tal que

y2 =10t - y2 =10 (x3)2 Ly = xy/ﬁ.

Portanto, agora y é aproximadamente 3,16 x3. Finalmente, consideremos um algoritmo ex-
ponencial, levando tempo 2" para uma entrada de tamanho n. Se x5 é o tamanho maximo
de problema resolvivel num tempo t na maquina mais lenta e y na maquina mais rapida,
tem-se

2=te2Y=10t.. 2Y=10-2"" -y =1log,10 + x5 = X5 + 3,3.

O avanco tecnoldgico da maquina foi mais bem aproveitado pelo primeiro algoritmo. J4 um
algoritmo de complexidade de tempo exponencial, sob esse aspecto, praticamente ndo tira
proveito da rapidez da segunda mdaquina, pois, se 0 tamanho maximo de problema resolvivel
na maquina lenta é x5, na maquina mais rapida sera

X5 + 3,3 (isto é, x5 + log,10).

A tabela 1.1.2 completa esse estudo com outros casos.

tabela 1.1.2 Complexidade do algoritmo x tamanho maximo de problema

resolvivel
Complexidade Tamanho maximo de problema Tamanho maximo de problema
de tempo resolvivel na maquina lenta resolvivel na maquina rapida
log,n Xo (xO)W0
X X4 10 x4
n.log,n Xy 10 xy(para x, grande)
n’ X3 3,16 x5
n3 X4 2,15 %4
2" Xs X5 + 3,3
3 Xg Xg + 2,096
exercicio 1.1.1 Verifique os valores da tabela 1.1.2 para log,n, n, n.log;n, n3e3n. B

Supondo-se que um computador execute uma operacao em 1 s, chega-se a tabela 1.1.3,
que descreve os tamanhos limites de problemas resolviveis por algoritmos de diferentes
complexidades.
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tabela 1.1.3 Complexidade do algoritmo x tempo de execugao

Tamanho de problema executavel

Complexidade de tempo 1 segundo 1 minuto 1 hora
|ngn 210G 26-107 23,640“
X 10° 6.107 3,6.10°
nlog,n 62.746 2,8.10° 1,3.108
n? 103 7,746.10° 6.10%
n° 102 3,9.10? 1,5.10°
2" 20 25 32
3n 13 16 20

As tabelas 1.1.1, 1.1.2 e 1.1.3 mostram que a potencialidade, isto é, a capacidade de um
algoritmo, é funcdo de sua complexidade.

exercicio 1.1.2 Considere dois algoritmos a; e a, com complexidades 8n e n3. Qual o
maior valor de n, para o qual o algoritmo a, é mais eficiente que o algoritmo a;? 3

exercicio 1.1.3  Um algoritmo tem complexidade 2n%. Num certo computador, num tempo
t, 0 algoritmo resolve um problema de tamanho 25. Imagine agora que vocé tem dispo-
nivel um computador 100 vezes mais rapido. Qual o tamanho maximo de problema que
0 mesmo algoritmo resolve no mesmo tempo t no computador mais rapido? B

exercicio 1.1.4 Considere o mesmo problema anterior para um algoritmo de complexidade
2", <J
exercicio 1.1.5 Suponha que uma empresa utiliza um algoritmo de complexidade n? que,
em um tempo t, na maquina disponivel, resolve um problema de tamanho x. Suponha
que o tamanho do problema a ser resolvido aumentou em 20%, mas o tempo de res-
posta deve ser mantido. Para isso, a empresa pretende trocar a maquina por uma mais
rapida. Qual percentual de melhoria no tempo de execucdo das operagdes basicas é
necessario para atingir sua meta? B

exercicio 1.7.6  Suponha que, no problema anterior, ainda se queira reduzir em 50% o tem-
po de resposta. Qual a melhoria esperada para a nova méaquina? B

1.2 -—+ complexidade de algoritmos e de problemas

A complexidade vem ganhando destaque a ponto de que afirmacdes, como a de Aho, Hop-
croft e Ullman (1974), de que a complexidade é o coracdo da computacao, ja ndo surpreen-
dem. Assim, uma apresentacdo da complexidade como uma tarefa sistematica faz-se neces-
saria para torna-la uma pratica corriqueira no projeto de algoritmos.
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1.2.1 metodologia de calculo da complexidade

A andlise da complexidade de um algoritmo é realizada, usualmente, de maneira muito par-
ticular, o que é compreensivel, j& que a complexidade é uma medida que tem parametros
bem particulares do algoritmo. Apesar disso, algumas ideias sao gerais, no sentido de que s6
dependem da estrutura do algoritmo. Conceitos e métodos nessa linha sao apresentados no
capitulo 3.

1.2.2 complexidade na fase de projeto do algoritmo

O estudo das técnicas no desenvolvimento de algoritmo permite prever alguns aspectos da
complexidade do algoritmo resultante. Muitas dessas ideias sdo empiricamente conhecidas
do programador experiente, mas complicadas de passar para um iniciante, por ndo estarem
fundamentadas.

Mas, o projeto de algoritmos eficientes é sempre um propdsito de qualquer projetista e é uma
preocupacado ja nessa fase. Portanto, subsidios a respeito da complexidade, se puderem ser
antecipados para essa fase, sdo muito bem-vindos.

No capitulo 5, alguns métodos de desenvolvimento de algoritmos séo apresentados, e a com-
plexidade dos algoritmos gerados é analisada.

1.2.3 a complexidade do problema e a intratabilidade

A complexidade também pode ser vista como uma propriedade do problema, o que significa
dar uma medida independente do tratamento dado ao problema, independente do caminho
percorrido na busca da solucdo, portanto independente do algoritmo. Alguns problemas sao
“bem comportados” e permitem chegar a limites de complexidade, como o problema de
classificacdo, para qual é conhecida a ordem de complexidade minima dos algoritmos que o
resolvem.

Outros problemas parecem ficar tao dificeis de serem resolvidos para instancias grandes que
parecem tornar-se intratdveis. Nesse contexto, surgem os problemas NP-completos, que, se-
gundo Cook (1983), podem também ser considerados como um limite de complexidade. En-
tretanto, esses problemas existem, sdo usados no dia a dia e, portanto, precisam ser tratados,
e o que é ainda mais importante, precisam ser identificados. Esses problemas sdo apresenta-
dos no capitulo 6.

No célculo da complexidade de um algoritmo, é necessério o uso de conceitos e resultados
matematicos, alguns dos quais serdo aqui relembrados. Somatdrios e produtérios sao Uteis
no calculo da complexidade envolvendo estruturas iterativas. Por definicdo, o fatorial n! é o
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produto dos n primeiros naturais. Soma dos termos de uma progressao aritmética: ag, ag +
rLag+2r...,39+nr
n
Za _f(ag+a) - (h+1)
I
2
i=0
coma; = ag + Ii.r
Por exemplo, a soma dos n primeiros naturais é:
n
Zj _(+n)-n
: 2
=1

exercicio 1.3.17 Mostre que a soma dos n primeiros impares é;
n
D @it =0+
i <J
Soma dos termos de uma progressao geométrica:a, a.q,a.q% ...,a.q"
n-1

—a@-D para q =1
1

i=0

exercicio 1.3.2  Por que a expressdo acima para a soma dos termos de uma progressao geo-
métrica requer q = 1?7 Quanto é a soma

n-1

Za-q“, quandoq =17

exercicio 1.3.3 Mostre que

i X i n+1

22':2””—1 e Zm‘:m - paraq = 1
1

i=0

Outras somas:

- 2 ‘] X A n+1
z =L n )@+ E 2=2+(n-1-2
| 5 n-n n e | n

i=0 i=0

Outras expressoes interessantes sdo dadas a seguir.

nlo_n
k) (=k)-k!

Combinacao:
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Bindbmio de Newton:
(a+b)n= Nl .p
3:

Somas combinatoriais também sdo comuns em calculos de complexidade:

Z Mx=1f =x
k
k=0
exercicio 1.3.4 Mostre que
k
k=0

d

Logaritmos também sao funcdes comuns, e suas propriedades merecem ser lembradas, pois
seréo Uteis.

e I
Por definicdo, a*" =n

Propriedade do produto: log,(n - m) = log,n + log;m
Propriedade da diviséo: log, (:]) = log,n —log,m

Propriedade da poténcia: log,(n™) = m - log,n
Expoentes: a®<° = b

Troca de base: log,n = logyn - log b

exercicio 1.3.5 Demonstre a propriedade dos expoentes. B
Também sdo usados com frequéncia os conceitos de piso e teto.

Piso (floor) de n: | r | := maior inteiro k tal que k = .

Teto (ceiling) de n: [ r ] := menor inteiro k tal que k= r

Porexemplo: [ 2,3 | =2e|2]=2,enquanto[2,3]=3e[2]=2.

exercicio 1.3.6 Mostre ou dé um contraexemplo | r |<[r]. Quando[r]=[r|? J

Uma desigualdade n&o trivial é

n

215Iogn+1

|
i=1
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1.4 -—+ resumo do capitulo

A finalidade deste capitulo é ressaltar a importancia da complexidade e de métodos de proje-
to e andlise de algoritmos.

Nem sempre o algoritmo mais imediato é vidvel na prética.

Algoritmos mais eficientes costumam tirar maior proveito de maquinas melhores.

A analise de complexidade de um algoritmo pode ser feita com base em sua estrutura.
Ha métodos gerais de desenvolvimento de algoritmos com amplo espectro de aplicagdo.

A complexidade de um problema é a do melhor algoritmo imaginavel (conhecido ou ndo) que
possa resolvé-lo.

Férmulas matematicas envolvendo somatérios, como na secdo 1.3, sdo Uteis para a andlise de
complexidade de algoritmos.

Os exercicios adicionais a seguir tratam de questdes similares as examinadas neste capitulo.

1.5 -—+ exercicios adicionais

1.1 S&o dados um problema a ser resolvido e um tempo maximo de resposta aceitavel x.
O algoritmo disponivel, que tem complexidade 4", resolve, nesse tempo, um proble-
ma de tamanho maximo n. Entretanto, o tamanho do problema a ser resolvido agora
é 2n. Deseja-se um novo algoritmo que resolva o novo problema no mesmo tempo x.
Qual deve ser a complexidade do novo algoritmo?

1.2 Seja um algoritmo a que requer 4n? — 3n operacdes para resolver um problema de
tamanho n. Deseja-se, mantendo o mesmo tempo de resposta, resolver um problema
30% maior, desenvolvendo um algoritmo mais rapido. Qual devera ser a complexida-
de do novo algoritmo?

1.3 No problema anterior, se o algoritmo tiver complexidade 3n3, qual devera ser a com-
plexidade do novo algoritmo? Serd necessario mudar a ordem de complexidade? E se
o algoritmo tiver complexidade 4n%?

1.4 Um algoritmo tem complexidade 9 2". Um computador, num tempo t, usando tal
algoritmo resolve um problema de tamanho maximo x. Suponha agora que vocé quer
resolver um problema duas vezes maior, qual o tempo (em fungdo de t) necessério?

1.5 Um algoritmo tem complexidade log,n. Num certo computador, num tempo t, o
algoritmo resolve um problema de tamanho 16. Imagine agora que vocé tem dispo-
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nivel um computador 3 vezes mais rapido. Qual o tamanho maximo de problema que
0 mesmo algoritmo resolve no mesmo tempo t no computador mais rapido?

Um algoritmo tem complexidade 3n3. Num certo computador, num tempo t = 3000,
resolve um problema de tamanho x. Imagine agora que vocé tem disponivel um algo-
ritmo mais rapido, de complexidade 2n? e uma maquina seis vezes mais rapida. Que
tempo precisara para resolver o mesmo problema de tamanho x?

Suponha que uma empresa utiliza um algoritmo de complexidade n? que, em um tem-
po t, na méaquina disponivel, resolve um problema de tamanho x. Suponha que o tama-
nho do problema a ser resolvido aumentou em 30%, mas o tempo de resposta deve ser
mantido. Para isso, a empresa pretende trocar a maquina por uma mais rapida.

a) Qual percentual de melhoria no tempo de execucdo das operacoes béasicas é ne-
cessario para atingir sua meta?

b) Considere o mesmo problema, mas com um algoritmo de complexidade 5n.

¢) Que conclusao se pode tirar dos dois itens anteriores?

Um algoritmo tem complexidade 2n3. Num certo computador, num tempo t = 1600,
resolve um problema de tamanho x. Imagine agora que vocé tem disponivel um algo-
ritmo mais rapido, de complexidade 2n? e uma méquina cinco vezes mais rapida. Que
tempo precisara para resolver o mesmo problema de tamanho x?

Um algoritmo tem complexidade 2n2. Num certo computador, num tempo t, o algo-
ritmo resolve um problema de tamanho x. Imagine agora que vocé tem disponivel um
computador 30 vezes mais rapido. Que parcela do tempo t precisara para resolver um
problema 3 vezes maior?

Um algoritmo tem complexidade log,n. Num certo computador, num tempo t, o
algoritmo resolve um problema de tamanho 16. Imagine agora que vocé tem dispo-
nivel um computador 8 vezes mais rapido. Qual o tamanho méaximo de problema que
0 mesmo algoritmo resolve no mesmo tempo t no computador mais rapido?

Um algoritmo a tem complexidade 2n? e o algoritmo aa complexidade 2". Num certo
computador, num tempo t, o algoritmo a resolve um problema de tamanho x e o
algoritmo aa um problema de tempo x'. Imagine agora que vocé tem disponivel um
computador 20 vezes mais rapido. Que tamanho de problema resolverdo os algorit-
mos a e aa, no mesmo tempo t? Analise a resposta.

Mostre, por indugdo em n, que:

n

) 1
a) E =—n-(n+N-(2n+1)
| 6 n-n n

i=0
b) Ziz‘ —24(-1)-2
=0
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1.13

1.14

1.18

1.19

1.20
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Seja a progresséo aritmética: ag, a{, . . . a;, . . ., a,, COM a; = ap +i.r. Mostre que as
somas: ag + ap, ag1+ an_1 + a,, etc. sdo todas iguais. Use esse fato para obter a ex-
pressdo da soma

n
)
i=0
Dada uma progressdo geométrica de razao g = 1, chame
n-1
S(n) = 2 aq
i=0
Mostre quea + q - S(k) = a- qk. Use isso para obter a expressdo dada para a soma
n-1
aq
i=0
As expressdes dadas em 1.3 para as somas dos termos de progressoes aritméticas e
geométricas ainda se aplicam para razdes nulas? Explique.

Mostre a desigualdade

21 =logn+1
[
i=1

usando
llogn) 2'- llogn] 2'-1 [logn]
Z B DR
2 +J =2 -
i=0 j=0 i=0 j=0 i=0
Considere o algoritmo q <= 0 ; paraide O até n-1 fagaq<q + 2 .i + 1 fim-para.

Pode-se garantir que o valor final de g seja o quadrado do natural n? Explique.

Pode-se garantir que 2 . n = n?, para todo natural n > 17?

(n=17-n
2

Compare o fatorial de n com . pode-se garantir que < n! sempre?

(n=17-n
2

Mostre ou dé um contraexemplo:

a) paran>0:nl<2";
b) paran>1:nl <2"
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1.21 Mostre ou de um contraexemplo param = 0.:

a) Paran>0:nM<2MN
b) Paran>1:nM < 2MmN

{Sugestdo: Considere o nimero de fungdes e relacoes entre dois conjuntos.}

1.22 Considere uma funcdo f de N em N crescente: f(m) > f(n) sempre que m > n. Mostre
(por inducdo) que n = f(n), para todo natural n. Pode-se garantir que n < f(n), para
todo natural n?



